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2021 年中国科学技术大学少年创新班数学试卷

1. a ∈ R，关于 x 的方程 x4 − (4a− 50)x2 + a2 = 0 有四个实数解且成等差数列，求 a。

2. 棱长为 1 的正方体 ABCD−A1B1C1D1 中，四面体 ACB1D1 与 BDA1C1 公共部分的体积

是多少？

3. 直线 x/a+ y/b = 1（a, b > 0）与曲线 y = 4/
√
x 相切，求 a+ b 的最小值。

4. 若 x2 + y2 = x2 + z2 +
√
3xz = z2 + y2 + yz = 16，求 2xy + xz +

√
3yz 的所有可能值。

5. 小球在 0, 1, . . . , n 之间移动，向前、向后一个单位的概率均为 1/2；在 0 处只能向前。初始

在 0，求首次到达 n 的步数期望。

6. 在 △ABC 中，证明
√
3
2 cosA+ cosB +

√
3 cosC ≤ 2。

7. 对任意 x, y ∈ R，f(x+ y) = f(x) cos y + f(y)f(π/2− x)，求 f(x)。

8. g0(x) = 1, g1(x) = x，

gn(x) =
[gn−1(x)]

2 − 2n−1

gn−2(x)
.

证明 gn 为 n 次整系数多项式，并求 gn(x) = 0 的全部根。

9. 证明 a 为无理数，当且仅当对任意 m ∈ N∗，存在 n ∈ Z 使 0 < {na} < 1/m。


