
2023 年清华大学自强计划数学测试题

校订教学版：第 4 题补充正整数条件，第 5 题明确拆分约定，第 6 题改为求面积比范围，第 8 题明确存在实数
解。

1. 已知
z = cos 2π

7
+ i sin 2π

7
,

求
z

1 + z2
+

z4

1 + z3
+

z3

1 + z4

的值。

2. 已知 Re z ≥ 1，求

min
∣∣∣∣1z + 1 + i

∣∣∣∣
的值。

3. 已知
X lgXY lgY Z lgZ = 5, X lgY Y lgZZ lgX =

√
2,

求 XY Z 的可能取值。

4. 已知 x, y 为正整数，4x+ y 整除 4y + x，则
y

x
（ ）

A. 所有的和为 14.5

B. 所有的和为 15.5

C. 可能有 4 组取值

D. 可能有 5 组取值

5. 将 2023 拆分为一个或多个正整数之和，不计加数顺序，所有加数的最大值和最小值相差不超过

1，有多少种可能？（ ）

A. 2024

B. 2023

C. 2022

D. 2021

6.（教学补订）已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

3
= 1，过右顶点 A 作斜率为

1

2
的直线交 y 轴于 P，交 C 于另

一点 B。过点 P 作斜率大于
1

2
的直线交 C 于M,N，并规定 |PM | < |PN |，求 S△APN/S△BPM

的取值范围。
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7. 已知
ax3 + bx2 + x+ 1 = 0 (a < 0)

恰有两个零点，求 a+ b 的取值范围。

8. 已知 |z| = 1，方程 zx2 + 2zx+ 2 = 0 存在实数解 x，z 的虚部可能为（ ）

A.
√
15

4

B. −
√
15

4
C. 1

D. 0

9. 已知
In =

(
1 +

i

2

)(
1 +

i

4

)(
1 +

i

16

)
· · ·

(
1 +

i

22n

)
,

求 |In|。

10. 已知 5 + 6 + 7 + · · ·+ n 是完全平方数，则（ ）

A. n 的取值有无数个

B. n 的最小值小于 15

C. n 为奇数

D. n ≡ 4 (mod 9)

11. 已知抛物线 x2 = 4y，M(2, 2)，过 M 点的直线交抛物线于 A,B 两点。过 A,B 两点作抛物线的

切线交于点 P，求 S△ABP 的最小值和 P 的轨迹。
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