
2021 年清华大学新领军数学试卷

解答题

1. 正整数 a, b, c, d 满足 a3 = b2, c5 = d4, c− a = 77，求 d− b。

2. 对任意 x ∈ R，f(x) = 2x4 +mx3 + (m+ 6)x2 +mx+ 2 > 0，求正整数 m 的最大值。

3. 矩阵 X 满足：元素属于 {0, 1,−1}；每行每列不全为 0；

去掉 0 后，每行每列均依次为 1,−1, . . . ,−1, 1。

三阶这样的矩阵有 7 个，问四阶有多少个？

4. 互不同构的 k 阶群的个数记为 ak，求 a2 + a3 + a4 + a5 + a6。

5. 二元函数

f(x, y) =
√
4y2 − 12y + 10 +

√
18x2 − 18x+ 5 +

√
18x2 + 4y2 − 12xy + 6x− 4y + 1

的最小值为 a，求 ⌊8a2⌋。

6. 求
∫ +∞

0
x6e−x dx。

7. 已知

f(x) = 16

∫ 25π2/4+2x2

π2/4+cos(3x+π/2)
sin

√
t dt,

求 f ′(0)。

8. 求 lim
n→+∞

n−1∑
k=0

120√
n2 + kn

。
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9. 求 lim
x→0+

[
1

2
(2x + 3x)

]4/x
。

10. fn(x) = xn+1 − 2xn + 3xn−1 − 2xn−2 + 3x− 3（n ∈ N∗, n ≥ 4）。记 fn(x) = 0 的实根个数为 an，

求 max{a4, a5, . . . , a2021}。

11. 矩阵 
t2 + 2t+ 2 0 0 t

0 2t+ 1 t t

0 t 3t+ 1 t

t t t 8t+ 1


的行列式为 F (t)，求 F ′(0)。

12. 矩阵


4 1 1 1

1 4 1 1

1 1 4 1

1 1 1 4

 的特征值为 λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ λ4，求 λ2
1 + λ2

3 + λ2
4。

13. A =


2 0 0

1 3 1

−1 1 3

，A10 = (bij)，求 b22。

14. 已知：若复平面多项式 f(z), g(z) 和 r > 0 满足在 |z| = r 上 |g(z)| < |f(z)|，则在 |z| < r 中，

f(z) 与 f(z) + g(z) 的零点数相等（计重数）。求 z9 + 2z5 − 8z3 + 3z + 1 在 1 < |z| < 2 上的零

点数（计重数）。

15. 线性方程组 
a1 + 2a2 + a3 + a4 = 0,

3a1 + aa2 + 4a3 + 3a4 = 0,

5a1 + 8a2 + 6a3 + ba4 = 0

的解空间维数为 2，求 |a+ b|。
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