
2021 年清华大学强基计划数学试题

校订教学版：第 1、8、12、13、15 题据来源恢复；第 11 题明确旋转角范围。第 4 题改为直接求函数。

1. 若恰有一个实数 x 使 x3 − ax− 1 = 0 成立，求 a 的取值范围。

2. 求满足 ⌊x/2⌋+ ⌊x/3⌋+ ⌊x/5⌋ = x 的实数 x 的组数。

3. 已知 m,n 的最大公因数为 10!、最小公倍数为 50!，求有序数对 (m,n) 的个数。

4. a为实常数，f : R → R，f(0) = 1
2，且对任意实数 x, y 有 f(x+y) = f(x)f(a−y)+f(y)f(a−x)。

求 f。

5. 在三棱锥 D −ABC 中，AC = BC = AD = BD = 1，求其体积的最大值。

6. 在 △ABC 中，D 为 BC 的中点，且 ∠CAD = 15◦，求 ∠ABC 的最大值。

7. 非负实数 a, b, c 满足 a+ b+ c = 1，求 a2(b− c) + b2(c− a) + c2(a− b) 的最大值。

8. 从正十边形的顶点中选出四点作为顶点，能组成多少个凸梯形？这里梯形恰有一组对边平行，不
包括矩形。
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9. 在 x ∈ (0, π/2) 上，求 f(x) = sinx cosx + sinx +
5

2
cosx 的最大值（可用唯一实根表示精确答

案）。

10. 集合 S ⊆ {1, 2, . . . , 2021}，且 S 中任意两个不同的数之和不是 5 的倍数，求 |S| 的最大值。

11. 函数 f(x) =
√
4 + 6x− x2 − 2 取自然定义域。将其完整图像绕原点逆时针旋转 θ，其中 0 ≤ θ <

360◦，求旋转后仍为函数图像的所有 θ。

12. 抛物线 y2 = 4x 过点 A(−2, 3) 作两条切线，分别交 y 轴于 B,C。求 △ABC 的外接圆方程。

13. 椭圆 x2/4 + y2 = 1，A(−2, 0), P (1, 0)。过 P 作不与 x 轴重合的直线交椭圆于 M,N，直线

AM,AN 分别交直线 x = 1 于 B,D。判断 BP +DP、BP ·DP 是否为定值，并求定值。

14. 将四个互不相等的正实数随机排列为 xi1, xi2, xi3, xi4。令

X = max{min(xi1, xi2),min(xi3, xi4)},

Y = min{max(xi1, xi2),max(xi3, xi4)}.

求 P (X > Y )。

15. BC 为圆 O 的直径，点 E,A依次位于从 B 到 C 的上半圆弧上，D 在线段 AC 内部，DE ∥ BC，

BE = 12, DE = DC = 14。求 AE 与 BD 的长度。

16. 有一等差数列，公差为 4，第二项起各项之和加首项的平方小于 100，求该数列可能的项数。
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