
2020 年清华大学大中衔接数学试卷

校订教学版：第 4 题明确球面三角形非退化，第 5 题禁词非空，第 6 题保留现稿中的基数比条件并补足互异、
非空约定。

1. 设指数 α1, . . . , αn 两两不同，系数 a1, . . . , an 不全为零。证明 f(x) = a1x
α1 + · · · + anx

αn 在

(0,+∞) 上至多有 n− 1 个零点。

2. 设 f : [−1, 1] → R 是连续函数，证明

lim
λ→0

∫ 1

−1

|λ|
λ2 + x2

f(x) dx = πf(0).

3. 设整数 n > 1。证明：至多只有有限多个正整数 a，使得方程

x21 + x22 + · · ·+ x2n = ax1x2 · · ·xn

有非零整数解。

4. 设 A,B,C 是单位球面 S 上第一卦限内不在同一大圆上的三个点。对不同的 P,Q ∈ S，只要 PQ

不是 S 的直径，平面 OPQ 与 S 的交集为一圆周；P,Q 将它分成两段弧，记较短者为 P̂Q。弧

B̂C, ĈA, ÂB 的中点分别为 D,E, F。证明：弧 ÂD, B̂E, ĈF 经过同一点。

5. 设有 k ≥ 4 个不同字母，可用它们构成单词。给定一族非空禁用单词 T，其中任何两个禁用单词

长度不等。若一个单词不含一段连续字母恰为某禁用单词，则称它“可用”。证明：至少有(
k +

√
k2 − 4k

2

)n

个长为 n 的可用单词。

6. 设 n, p 为正整数，集合 A1, . . . , Ak 是 {1, 2, . . . , n} 的互不相同的非空子集，且对任意有序指标
对 i ̸= j 都有 |Ai|/|Aj | ≥ p。证明

k ≤ (p− 1)!n!(⌊
n+p−1

2

⌋
!
)2 .
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