
2019 年清华大学金秋营数学试卷

校订教学版：第 2 题原资料不等号方向与其证明相反，现按证明所给结论订正；来源原稿保留。

解答题

1. 数列 {an} 满足 a0 = 5，an+1 = an +
1

an
，求 a1000 的十分位和百分位。

2. 已知正数集 A，|A| = n。证明：存在 B ⊆ A 且 |B| ≥ log2 n，满足对任意不同的 bi, bj ∈ B，都

有 bi + bj /∈ A。

3. 若 a, b, c, n ∈ N+ 且 (a, b, c) = 1，记 M(n) 为 ax + by + cz = n 的非负整数解 (x, y, z) 的组数，

求 lim
n→∞

M(n)

n2
。

4. 平面直角坐标系中有一椭圆，其内部整点数为 L，面积为 S，周长为 P。证明：L ≤ P

2
+ S + 1。

5. A1A2A3A4 是圆内接四边形，AiAi+1 = ai（A5 = A1），圆心 O 到 AiAi+1 的距离为 hi。证明

R2
4∑

i=1

a2i < 2a1a2a3a4
∑

1≤i<j≤4

hihj
aiaj

,

其中 R 为半径。

6. 设 p 为奇素数，证明：
p−1∑
i=1

ip−1 ≡ (p− 1)! + p (mod p2)。

7. 对 n ≥ 4，设 P 是圆内接 n 边形，用 n− 3 条对角线将 P 分为没有公共面积的 n− 2 个三角形，

L 是这些三角形的内切圆半径之和。证明：L 不随对角线的分割方式而改变。

8. 设 A ⊆ {1, 2, . . . , n}，|A| ≥ 4
√
n。证明：存在 x1 < x2 < x3 < x4 成等差数列，且每个 xi 都是

A 中两数之和。
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