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一、阅读以下概念
我们利用邻域描述点和点集之间的关系。任意一点 P ∈ Rn 与任意点集 E ⊆ Rn 之间必有以下三种关

系之一：

(1) 内点：如果存在点 P 的某个邻域 U(P )，使得 U(P ) ⊆ E，那么称 P 为 E 的内点；

(2) 外点：如果存在点 P 的某个邻域 U(P )，使得 U(P ) ∩ E = ∅，那么称 P 为 E 的外点；

(3) 边界点：如果点 P 的任一邻域内既含有属于 E 的点，又含有不属于 E 的点，那么称 P 为 E 的

边界点。E 的边界点全体称为 E 的边界，记作 ∂E。

任意一点 P 与点集 E 之间还有另一种关系：若对任意给定的 δ > 0，点 P 的去心邻域 U(P, δ) 内总

有 E 中的点，则称 P 是 E 的聚点。聚点 P 本身可以属于 E，也可以不属于 E。

例如，对平面点集 E = {(x, y) | 1 < x2+y2 ⩽ 2}，满足 1 < x2+y2 < 2的点都是内点；满足 x2+y2 = 1

或 x2 + y2 = 2 的点都是边界点；E 及其边界上的点均为聚点。

若点集 E 中的点均为 E 的内点，则称 E 为开集；若 ∂E ⊆ E，则称 E 为闭集。集合 E 所有聚点的

集合称为 E 的导集，记为 E′；E 与 ∂E 的并集称为 E 的闭包，记为 E，即 E = E ∪ ∂E。

二、判断并证明下列问题

1. (E′)′ = E′。

2.
(
(E′)′

)′
= (E′)′。

3. ∂(∂E) = ∂E。

4. ∂
(
∂(∂E)

)
= ∂(∂E)。

5. 若 E ⊆ Rn，则 E 的边界点一定是 E 的聚点。

6. 若 E 为 Rn 中的开集，则 F = {(x1, x2, . . . , xn, 0) | (x1, x2, . . . , xn) ∈ E} 为 Rn+1 中的开集。

7. 若 E 为 Rn 中的闭集，则上述 F 为 Rn+1 中的闭集。

8. 所有闭集的交集一定为闭集。

9. 所有闭集的并集一定为闭集。

10. 所有开集的交集一定为开集。

11. 所有开集的并集一定为开集。
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12. 若 E 为 Rn+1 中的开集，则 F = {(x1, . . . , xn) | (x1, . . . , xn, y) ∈ E} 为 Rn 中的开集。

13. 若 E 为 Rn+1 中的闭集，则上述 F 为 Rn 中的闭集。

14. E 为 R2 的开集，则 F = {(x1, x2, x1x2) | (x1, x2) ∈ E} 为 R3 的开集。

15. E 为 R2 的闭集，则上述 F 为 R3 的闭集。

16. E 为 R2 的开集，则 F = {(x1, x2, x1 + x2) | (x1, x2) ∈ E} 为 R3 的开集。

17. E 为 R2 的闭集，则上述 F 为 R3 的闭集。

18. E,F 为 Rn 中的开集，则 W = {(x1 + y1, . . . , xn + yn) | (x1, . . . , xn) ∈ E, (y1, . . . , yn) ∈ F} 为
Rn 中的开集。

19. E,F 为 Rn 中的闭集，则上述 W 为 Rn 中的闭集。

20. 存在 F ⊆ Rn，F 为 F ′ 的真子集。

21. 存在 F ⊆ Rn，F ′ 为 F 的真子集。

22. 给定一系列集合：
E0 = [0, 1], E1 =

[
0,

1

3

]
∪
[
2

3
, 1

]
.

继续将每个子区间三等分并去掉正中间的三分之一，得到

E2 =

[
0,

1

9

]
∪
[
2

9
,
1

3

]
∪
[
2

3
,
7

9

]
∪
[
8

9
, 1

]
, . . .

令 E =

+∞∩
i=1

Ei。判断并证明：

(1) E 为闭集；

(2) E 有内点；

(3) 能否构造一个 E 与 [0, 1] 的一一映射？
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