
2016 年清华大学领军计划测试

注意事项：领军测试均为不定项选择题；2016 年数学部分共 40 题，本版本收录 32 题；本题为回忆版

本，故将部分选择题改编为填空题。

1. 椭圆 x2

a2
+

y2

b2
= 1（a, b > 0），两条直线 l1 : y =

1

2
x，l2 : y = −1

2
x。过椭圆上一点 P 作 l2 的平

行线交 l1 于 M，作 l1 的平行线交 l2 于 N。若 |MN | 为定值，则
√

a

b
=（ ）A.

√
2 B.

√
3

C. 2 D.
√
5

2. 已知 x, y, z 为正整数，x ⩽ y ⩽ z，则方程
1

x
+

1

y
+

1

z
=

1

2
的解有多少组？A. 8 B. 10 C. 11

D. 12

3. 将 16 个数：4 个 1、4 个 2、4 个 3、4 个 4 填入一个 4× 4 的矩阵中，要求每行、每列正好有 2

个偶数，则共有 种填法。

4. 对于复数 z（z ̸= 0），
z

10
和

40

z
的实部和虚部均为不小于 1 的正数，则在复平面中，z 所对应的

向量
−−→
OP 的端点 P 运动所形成的图形面积为 。

5. 下列计算正确的是（ ）

A. tan 1◦ + tan 61◦ + tan 121◦

tan 1◦ tan 61◦ tan 121◦
= 3

B. tan 1◦ + tan 61◦ + tan 121◦

tan 1◦ tan 61◦ tan 121◦
= −3

C. tan 1◦ tan 61◦ + tan 1◦ tan 121◦ + tan 61◦ tan 121◦ = 3

D. tan 1◦ tan 61◦ + tan 1◦ tan 121◦ + tan 61◦ tan 121◦ = −3

6. 从 1–14 的正整数中任选若干数构成一个集合，该集合中任 3 个数不构成等差数列，求元素最多

的集合的元素个数。

7. 已知 tan 4α =

√
3

3
，求

sin 4α

cos 8α cos 4α +
sin 2α

cos 4α cos 2α +
sinα

cos 2α cosα +
sinα

cosα.

8. 将 n 个不同字母各使用一次，任意排列后完全加括号，每次只乘两个因子；字母次序或括号结构

不同即视为不同。例如三个字母的式子包括 (ab)c, (ba)c, c(ab), c(ba)，但不止这四种。记不同式子

的总数为 In，则（ ）（校订：补明计数规则。）A. I2 = 2 B. I3 = 12 C. I4 = 96 D. I5 = 120
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9. a, b, c ∈ R，a2 + b2 + c2 = 1，a + b + c = 1，那么（ ）A. amax =
2

3
B. (abc)max = 0

C. amin = −1

3
D. (abc)max = − 4

27

10. AB 为圆 O 的一条非直径弦，C 为弦中点，P 为圆上异于 A,B 的点。直线 PA,PB 分别交直

线 OC 于 M,N，各交点均存在且与相关点不重合。则下列说法恒正确的有（ ）A. O,M,B, P

共圆 B. A,M,B,N 共圆 C. A,O, P,N 共圆

11. F 为 BC 中点，E ∈ AA1，A1E =
1

4
AA1，正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 1，中心为 O，

求 VO−BEF。（校订：恢复源图的 A1E；原选项均不符，将 A 改为正确值。）A. 1

96
B. 17

38

C. 11

144
D. 11

38

12. 一个正 2016 边形，任选至少三个顶点按圆周顺序相连构成凸多边形，其中正多边形有几个（包

括原正 2016 边形）？A. 6552 B. 4536 C. 3528 D. 2016

13. 不定方程 x2 + 615 = 2y（x, y ∈ N∗）解的个数为（ ）A. 0 B. 1 C. 2 D. 3

14. O 在 △ABC 内，S△AOB : S△BOC : S△AOC = 4 : 3 : 2，
−→
AO = λ

−−→
AB + µ

−→
AC，求 λ, µ。

15. z = cos 2π
3

+ i sin 2π

3
，求 z3 +

z2

z2 + z + 2
。
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16. 在 N 项有穷数列 {an} 中，满足：当 1 ⩽ i < j ⩽ N 时，ai < aj；当 1 ⩽ i < j < k ⩽ N 时，

ai + aj , ai + ak, aj + ak 至少有一项在 {an} 中，则 N 的最大值为 。

17. 设 n ∈ N∗，
∫ 2π

0
(x− π)2n−1(1 + sin2n x) dx = 。

18. |z2 + 1| = |z|，求 |z| 的范围和幅角 θ ∈ [0, 2π) 的范围。

19. 在正三棱锥 P −ABC 中，△ABC 边长为 1，设 P 到平面 ABC 距离为 h。当 h 趋近于正无穷

时，异面直线 AB 与 CP 之间距离的极限为 。

20. x, y, z 均为非负实数，满足
(
x+

1

2

)2

+ (y + 1)2 +

(
z +

3

2

)2

=
27

4
，则 x + y + z 的最大值

为 ，最小值为 。

21. 实数 (x2 + y2)3 = 4x2y2，则 x2 + y2 的最大值为 。

22. f(x) = (x2 + a)ex 有最小值，则 x2 + 2x+ a = 0 的解的个数为 。

23. a1 = 1，a2 = 2，an+2 = 6an+1 − an，下列叙述正确的是（ ）

A. a2n+1 − an+1an 为定值

B. an ≡ 1 or 2 (mod 9)

C. 4anan+1 − 7 为完全平方数

D. 8anan+1 − 7 为完全平方数

24. 已知抛物线 E : y2 = 4x，F (1, 0)。过 F 作弦交 E 于 A,B，M 为 AB 中点，则下列说法正确的

是（ ）A. 以 AB 为直径的圆与 x = −3

2
始终相离 B. |AB| 最小值为 4 C. |AM | 最小值为 2

D. 以 BM 为直径的圆与 y 轴有且仅有一个交点

25. 对于函数 y = x2 − 1 和 y = lnx，下列说法正确的是（ ）A. 二者在 (1, 0) 处有公切线 B. 二
者存在平行切线 C. 两者只有一个交点 D. 两者有两个交点

26. P 为椭圆
x2

a2
+

y2

b2
= 1（a > b > 0）上一点，F1, F2 为左、右焦点，下列说法正确的是（ ）

A. a =
√
2b 时，满足 ∠F1PF2 = 90◦ 的 P 点有 2 个 B. a >

√
2b 时，满足 ∠F1PF2 = 90◦ 的

P 点有 4 个 C. CPF1F2 < 4a D. SPF1F2 ⩽ a2

2

第 3 页，共 4 页



27. 随机变量 ξ 的分布列为 P (ξ = k) = ak（k = 1, 2, . . . , 10），则下列说法正确的是（ ）

A. 若 a1, a2, . . . , a10 成等差数列，则 a5 + a6 =
1

5

B. 若 a1, a2, . . . , a10 满足 an =
1

2n
（n = 1, 2, . . . , 9），则 a10 =

1

29

C. 若 P (ξ ⩽ k) = k2ak，则 an =
11n

10(n+ 1)
（n = 1, 2, . . . , 10）

D. 若 nan = (n+ 1)an+1，则 an =
11n

10(n+ 1)

28. 甲、乙、丙、丁四人参加比赛并有两人获奖，以下是四人对获奖人的猜测：甲：“获奖者在乙、丙、
丁中”；乙：“我未获奖，丙获奖”；丙：“甲丁有一人获奖”；丁：“乙说的是正确的”。已知四人中

有两个人的猜测是正确的，那么获奖人是 。

29. 下列能构成唯一 △ABC 的是（ ）

A. a = 1, b = 2, c ∈ Z
B. A = 150◦，a sinA+ c sinC +

√
2a sinC = b sinB

C. cosA sinB cosC + cos(B + C) cosB sinC = 0，C = 60◦

D. a =
√
3, b = 1, A = 60◦

30. 已知实数 x, y, z 满足 x+ y + z = 1，x2 + y2 + z2 = 1，求 xyz 的最大值、最小值，以及 x+ y

的最大值、最小值。

31. 甲、乙、丙、丁四个人进行网球赛，规定甲乙一组、丙丁一组先打，胜者再打决胜局。各场比赛
独立，表格中每格表示行选手战胜列选手的概率，求甲夺冠的概率。

甲 乙 丙 丁

甲 − 0.3 0.3 0.8

乙 0.7 − 0.6 0.4

丙 0.7 0.4 − 0.5

丁 0.2 0.6 0.5 −

32. 设实数 a, b, c ⩾ −1

4
且 a + b + c = 1，则

√
4a+ 1 +

√
4b+ 1 +

√
4c+ 1 的最大值与最小值之积

属于（ ）A. (8, 9) B. (11, 12) C. (12, 13) D. 以上答案都不对
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