
2015 年清华大学暑期学校测试

1. f(x) = x lnx，g(x) = −x2 + ax− 3。

(a) 求 f(x) 在 [m,m+ 1]（m > 0）上的最小值；

(b) 对于任意不同两数 x1, x2 ∈
[
1

e
, e

]
，|f(x1)− f(x2)| < |g(x1)− g(x2)| 恒成立，求 a 的取值

范围。

2. 一点在正方形 ABCD 的顶点间移动，从 A 出发，每次独立掷一枚均匀骰子。若大于等于 5 点，

则沿平行于 BC 的边移到相邻顶点；若小于等于 4 点，则沿平行于 AB 的边移到相邻顶点。设

掷 2n（n ∈ N∗）次骰子后回到 A 点的概率为 an，到达 B 点的概率为 bn。

(a) 求 a1；

(b) 设掷 4 次骰子经过 C 点的次数为 X，求 X 的分布列；

(c) 试比较 a2015, b2015,
1

2
的大小（直接写出结果）。

A B

CD
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3. 圆 (x+3)2+ y2 = 100，圆心为 A，点 B(3, 0)。作圆上任一点 M 与 B 点连线的中垂线，交 AM

于 N。

(a) 求 N 的轨迹 C 的方程；

(b) y 轴上一点 D(0, 16)，过 D 点的直线 l 交 C 于 P,Q两点，
−−→
DP = λ

−−→
DQ，求 λ的取值范围；

(c) 在曲线 C 上任取纵坐标不同的两点 P,Q；线段 PQ 的中垂线交 y 轴于点 (0, y0)，求证：

−9

4
< y0 <

9

4
。（校订：原稿方向条件不足，改为保证交点唯一的条件。）

4. f(x) = sin
(
x+

π

6

)
+ 2 cos2

(x
2
− π

12

)
− 1，x ∈

[
0,

π

2

]
。

(a) 求 f(x) 的递减区间；

(b) 若 f(x)−m = 0 有两个不同实数根，求 m 的取值范围。

5. 5 个人下棋，平局两人各得 1 分，赢的人得 2 分，输的人得 0 分。下了若干盘后所有人分数两两

不同，求至少已经下了几盘棋？（校订：原稿为“至少还没下”，但未给定总赛程，故改问已下盘

数。）
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