
2014 年清华大学金秋营数学试题

1. 给定整数 n ≥ 4。证明：不存在正 n 边形 A1A2 · · ·An，使得对任意 1 ≤ i < j ≤ n，线段 AiAj

的长度都是整数。

2. 设 n ≥ 2 为正整数。用 r(i) 表示 n 除以 i 所得的余数，即

n = qii+ r(i), 0 ≤ r(i) < i.

又以 σ(m) 表示正整数 m 的所有正因数之和。计算

r(1) + r(2) + · · ·+ r(n) + σ(1) + σ(2) + · · ·+ σ(n).

3. 设 k 为正整数，并且对每个整数 n ≥ 2 都有⌊
n√
3

⌋
+ 1 >

n2

√
3n2 − k

.

求 k 的最大值。

4. 设

f(x, y, z) = xlymzn +

t∑
s=1

Asx
psyqszrs ,

其中 l,m, n 为正整数，As 为实数，ps, qs, rs 为非负整数，并且对每个 s 都有

min{ps − l, qs −m, rs − n} < 0.

给定严格递增的实数列

a0 < a1 < · · · < al, b0 < b1 < · · · < bm, c0 < c1 < · · · < cn,

定义

N(ai, bj , ck) =
∏

0≤i′≤l
i′ ̸=i

(ai − ai′)
∏

0≤j′≤m
j′ ̸=j

(bj − bj′)
∏

0≤k′≤n
k′ ̸=k

(ck − ck′).

求
l∑

i=0

m∑
j=0

n∑
k=0

f(ai, bj , ck)

N(ai, bj , ck)
.

5. 设 f 是集合 {1, 2, . . . , n} 到自身的映射。对其非空子集 A，定义

f(A) = {b |存在a ∈ A, f(a) = b}.

若 f(A) = A，则称 A 为 f 的不变子集。证明：f 的不变子集共有奇数个。

6. 考虑所有从集合 {0, 1, . . . , n − 1} 到集合 {1, 2, . . . , a} 的映射。若两个映射可由定义域的循环平
移相互得到，则称它们等价。记等价类数为 M(n, a)。设 p 为素数，求 M(p, a) 与 M(p2, a)。
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