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1. (a) 在直角三角形中，两条直角边长分别为 a, b，斜边长为 c，从直角顶点向斜边作高，设高长

为 d。证明：
1

a2
+

1

b2
=

1

d2
.

(b) 试给出满足（1）中等式的无穷多组整数解的一般公式。

2. 设 S ⊂ R 是非空有限集合，|S| 表示 S 中元素的个数，并定义

m(S) =
1

|S|
∑
x∈S

x, S′ =
(
m(A) : A ⊆ S, A 6= ∅

)
.

这里 S′是按非空子集计重的多重集，m(S′)为其中 2|S|−1项的平均值。证明：m(S′) = m(S)。（校

订：原题若把重复平均值去重，结论不成立。）

3. 设 p(x) = x3 − 3x+ 1。

(a) 证明：p(x) = 0 有三个实根 a < b < c；

(b) 证明：若 x = t 是方程 p(x) = 0 的根，则 x = t2 − 2 也是该方程的根；

(c) 定义映射 f : {a, b, c} → {a, b, c}，t 7→ t2 − 2，求 f(a), f(b), f(c)。

4. 设连续函数 f : (0,+∞) → R 满足：对任意 x, y > 0，都有

f(
√
x) + f(

√
y)

2
= f

(√
x+ y

2

)
.

证明：对任意正整数 n 以及任意正数 x1, x2, . . . , xn，都有

f(
√
x1) + f(

√
x2) + · · ·+ f(

√
xn)

n
= f

(√
x1 + x2 + · · ·+ xn

n

)
.

5. 对每个正整数 n，令 an ∈ {0, 1, 2} 且

an ≡
(
2n

n

)
(mod 3).

证明：小数 0.a1a2 · · · an · · · 是无理数。

6. 对 n ≥ 2，定义

an =

√√√√
1 + 2

√
1 + 3

√
1 + 4

√
· · ·

√
1 + n.

(a) 证明数列 {an} 严格递增且有上界；

(b) 求 lim
n→∞

an。
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