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1. 已知 p 是大于 3 的素数，求
p∏

k=1

(
1 + 2 cos 2kπ

p

)
的值。

2. 已知 m,n 为正整数，x > 0，y > 0 且 x+ y = 1。求证：
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)
xnyi +
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(
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)
ymxj = 1.

3. 已知 n ∈ N+ 且 n ≥ 2，xi > 0（i = 1, 2, . . . , n）。求证：

xx2
1 + xx3

2 + · · ·+ xxn
n−1 + xx1

n ≥ 1.

4. 已知数列 {xn} 与 {yn} 满足 x1 = 1，xn + yn = an − 1，其中 a > 4，a ∈ N+；xn+1 是除

x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn 之外最小的正整数。求证：存在常数 α, β，使

xn = ⌊αn⌋, yn = ⌊βn⌋.

5. 求所有函数 f : (0,+∞) → (0,+∞)，使对任意正数 x 都有

f(f(x)) = 12x− f(x).

6. 已知在 R 上可导的非常数函数 f(x), g(x) 满足：对任意实数 x, y 都有

f(x+ y) = f(x)f(y)− g(x)g(y), g(x+ y) = f(x)g(y) + g(x)f(y),

且 f ′(0) = 0。求证：f2(x) + g2(x) = 1。
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