
2021 年北京大学金秋营数学测试

第一组

1. 已知锐角三角形 ABC 内接于圆 Ω，且 AB ̸= AC。设 A 在 BC 上的投影为点 D，A 关于 Ω 的

对径点为 E，∠BAC 的平分线与 BC 交于 F、与 Ω 交于 J ̸= A。直线 EF 与 AD 交于 K，A

关于 J 的对称点为 L。证明：B,C,K,L 四点共圆。

2. 设 p, q 为奇素数，m,n 为正整数。已知

pm |
n∏

i=1

(qi − 1).

证明：2pm < qn。

3. 设 p 是一个素数，正整数 n ≥ p。若一个 n 阶置换的 p 次复合为单位置换，则称其为“好的”。

证明：“好的”置换的个数是 p 的倍数。

4. 给定正整数 n。求所有非负整数 t ≤ n，使得存在 n 个实数 a0, a1, . . . , an−1，其中有 t 个为正数、

n− t 个为负数，且多项式

f(x) = xn +
n−1∑
i=0

aix
i

有 t 个互异正实数根和 n− t 个互异负实数根。
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第二组

5. 已知实数 x, y, z ≥ 0，记

a = x2(y − z)4, b = y2(z − x)4, c = z2(x− y)4.

证明：

(a+ b+ c)3 ≥ 9

2

(
a
√
b+ b

√
c+ c

√
a
)2
.

6. 教室里有 95 个人，其中有 2021 对互相认识的两人；除此之外，没有人认识另外的人。证明：所

有人在该教室内认识人数的平方和不超过 300000。

7. 设 p, q 是两个不同的奇素数。证明：p 为模 q 的原根，当且仅当多项式

xq − 1

x− 1

在模 p 的意义下不可约。

8. 设 G 是一个有 n 个顶点的连通简单图，G 的围长为 2k，最小度数为 δ ≥ 2。围长是指图 G 的

最小圈长。令

r(G) = min
u∈V (G)

{
max

v∈V (G)
dist(u, v)

}
.

证明：

r(G) ≤ nk

2(δ − 1)k−1
+ 4k.
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