
2021 年北京大学寒假学堂数学试卷

1. 100!

1250
化简为最简分数

m

n
，求 n。

2. 在 △ABC 中，∠C =
π

2
，AC ̸= BC。直线 AB 上一点 D 满足 CD2 = AD ·BD，这样的点 D

有多少个？

3. 已知函数 f(x) = max
{
1− x,

1

3
x+ 1, x2

}
，求 f(x) 的最小值。

4. 正整数 m,n 满足 m3 + n3 + 99mn = 333，求有序数对 (m,n) 的组数。

5. 若存在正整数 n，使得 3m | (1! + 2! + · · ·+ n!)，求正整数 m 的最大值。

6. 方程 | sinπx| = 2x

2021
有多少个解？

7. 边长为 100的正方形内作两条平行于一边的直线，再作两条平行于相邻边的直线，将正方形分成

9 个矩形。若中间矩形面积为 100，求四个角上的矩形面积之和的取值范围。

8. 实数列 {an} 满足 an+1 = a2n − 2。若存在正实数 m 使得 |an| ≤ m 恒成立，求 a2021 的最小值。

9. 设 O 为原点，F 为抛物线 y2 = 2x 的焦点。过抛物线上异于顶点的一点 P 作切线 l，过 O 作 l

的垂线交直线 PF 于 Q。若 |OQ| = 3

5
，求 △OFQ 的面积。

10. H 是 △ABC 的垂心，且 2
−−→
HA+ 3

−−→
HB + 4

−−→
HC = 0⃗。求 △ABC 最大内角的正弦值。

11. 甲校 8 人、乙校 4 人、丙校 4 人，共 16 人排队，同校不相邻的排法有多少种？
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12. 已知 a0 = 1 + 2021−1，an = (1 + 2021−2n)an−1，求 lim
n→+∞

an。

13. 若一个 2020 位数可以写成两个 1010 位数的积，则称为 A 型，否则称为 B 型。A 型数多还是 B
型数多？

14. f(x) 是常数项不为 0 的整系数多项式，a1 = 0，an+1 = f(an)。求 a2, a4, . . . , a2020 中有多少项

为 0。

15. 若存在 n 边形可分成有限个平行四边形，则 n 的取值范围包括（ ）。

A. 大于等于 4 的偶数；

B. 大于等于 5 的奇数；

C. 大于等于 4 的整数；

D. 以上答案均不正确。

16. 圆内接四边形 ABCD 中，∠ABD = ∠CBD = 30◦，BD = 6，求四边形 ABCD 的面积。

17. 在锐角 △ABC 中，求 tanA tanB + 2 tanB tanC + 3 tanC tanA 的最小值。

18. 复数 z 满足 z111 = 1，且 z + z10 − z11 = z−1 + z−10 − z−11。满足条件的 z 有多少个？

19. 一平面截一圆柱，截面为椭圆且与底面仅有一个交点，求沿柱面展开的交线形状。

20. f(x) = ⌊x⌋+ ⌊2x⌋+ ⌊3x⌋，求 f(x) 的值域。
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