
2020 年北京大学金秋营数学测试

第一天

1. 对于非负实数 a1, a2, . . . , an，考虑如下 2n 个实数

i1a1 + i2a2 + · · ·+ inan, ik = ±1 (1 ≤ k ≤ n).

记 S 为这 2n 个数中所有正数之和。在
∑n

i=1 ai = 1 的条件下，求 S 的最小值。

2. 在 △ABC 中，D 为 BC 的中点，E,F 分别为不含 A 的弧 BC、含 A 的弧 BC 的中点。记

△ABC 的外接圆为 ω。△ADE 的外接圆与射线 AB,AC 除 A 外分别交于 J,K，△ADF 的

外接圆与射线 AB,AC 除 A 外分别交于 L,M。假设上述圆及交点均存在且不退化。证明：若

AD, JK,LM 共点，则 JM,LK 的交点在 ω 上。

3. 数列 {an} 满足 a0 = 2，a1 = 5，an+1 = 5an − an−1（n ≥ 1）。设 m ≥ 0, n ≥ 1 为整数，已知

am | a2n−2 + a2n−1,

证明：3 | m 且 3 | n。

4. 求 k 的最小值，使得将 7× 7 方格挖去 k 个格后，剩余图形不存在 T 字形（T 字形指一个方格
与其相邻的三个方格有公共边构成的图形）。
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第二天

5.（教学改编·命题辨析）在 △ABC 内部取一点 O，直线 AO,BO,CO 分别交对边于 D,E, F。

判断下列命题是否成立，并给出证明或精确反例：若凸四边形 AEOF,BFOD,CDOE 都有内切

圆，则 O 在 △ABC 的内心和垂心所在直线上。

6. 若正整数 N 可以写成若干个互不相同的自身正因数之和，且其中含有 1，称 N 为好数。证明：

对任意整数 m > 1，存在无穷多个是好数的 m 的正倍数，且最小的此类倍数不大于 pm，其中 p

是 m 的最大奇素因数；若 m 是 2 的幂，则规定 p = 3。

7. 设 p 为奇素数，1 ≤ k ≤ p 为整数。证明
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(mod pp).

约定组合数在下指标为负或大于上指标时为 0。

8. 求所有正整数 n，使得平面上存在 n 个全等的凸多边形 P1, . . . , Pn，且对每个非空指标集 I ⊆
{1, . . . , n}，区域 (∩

i∈I
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)
\

∪
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
的闭包都是非退化凸多边形。
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