
2019 年北大优秀中学生暑期学堂测试

文科生完成 1–5 题，理科生完成 3–7 题。

1. x1, x2, . . . , xn 为正实数，x1x2 · · ·xn > 1，求证：x21 + x22 + · · ·+ x2n > x1 + x2 + · · ·+ xn。

2. 非负实数 x, y 满足 x+ y ≤
√

2018

2019
，求

√
2018− 2019x2 +

√
2018− 2019y2 的最小值。

3. 已知实函数 f(x) 满足 f(f(x)) = x− 1，试证明：是否存在整数 n 使得 f(n) 是整数？如有，请

写出所有符合条件的 n；若无，请说明理由。

4. 证明：不存在映射 f : {1, 2, . . . , 2019} → {−1, 1}，使
∑

1≤i<j≤2019 f(i)f(j) = 0。

5. 在等腰直角三角形 ABC 中，AB = AC、∠BAC = 90◦，D,E 分别为边 AB,AC 的内点，且

AD = AE。过 A,D 分别作 BE 的垂线，交 BC 于 P,Q。证明：CP = PQ（请使用平面几何

方法证明，解析几何方法不得分）。

6. 实数 x, y, z 满足 x+ y + z = x2 + y2 + z2 = 2，求 xyz 的最大值与最小值。

7. 有 10 条长为 1 的线段，每一条都被分成若干个小线段，证明：总可以从中选择 6 条，组成 2 个

三角形。
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