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第一章 集合

1.1 基础知识
定义 1.1: 集合与元素 一般地，一组确定的、互异的、无序的对象的全体构成集合，简称集，用大写字
母来表示；集合中的各个对象称为元素，用小写字母来表示。元素 x 在集合 A 中，称 x 属于 A，记为
x ∈ A，否则称 x 不属于 A，记作 x /∈ A。

例如，通常用 N,Z,Q,R,Q+ 分别表示自然数集、整数集、有理数集、实数集、正有理数集。不含
任何元素的集合称为空集，用 ∅ 来表示。集合分为有限集和无限集两种。
集合的表示方法有：

• 列举法：将集合中的元素一一列举出来写在大括号内并用逗号隔开，如 {1, 2, 3}；

• 描述法：将集合中的元素的属性写在大括号内，例如 {x | x > 0} 表示正实数集。

定义 1.2: 子集 对于两个集合 A 与 B，如果集合 A 中的任何一个元素都是集合 B 中的元素，则 A 叫
做 B 的子集，记为 A ⊆ B，例如 N ⊆ Z。

规定空集是任何集合的子集。如果 A 是 B 的子集，B 也是 A 的子集，则称 A 与 B 相等。如果 A

是 B 的子集，而且 B 中存在元素不属于 A，则 A 叫 B 的真子集。

定义 1.3: 交集 A ∩B = {x | x ∈ A 且x ∈ B}。

定义 1.4: 并集 A ∪B = {x | x ∈ A 或x ∈ B}。
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第一章 集合 CQFLS 强基数学

定义 1.5: 补集 若 A ⊆ I，则 ∁IA = {x | x ∈ I 且x /∈ A}，∁IA 称为 A 在 I 中的补集。

定义 1.6: 差集 A \B = {x | x ∈ A 且x /∈ B}。

定义 1.7: 区间 集合 {x | a < x < b, x ∈ R, a < b}记作开区间 (a, b)；集合 {x | a ≤ x ≤ b, x ∈ R, a < b}
记作闭区间 [a, b]；实数集 R 记作 (−∞,+∞)。

定理 1.1: 集合的运算性质 对任意集合 A,B,C，有：

1. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)；

2. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)；

3. ∁IA ∪ ∁IB = ∁I(A ∩B)；

4. ∁IA ∩ ∁IB = ∁I(A ∪B)。

定理 1.2: 加法原理 做一件事有 n类办法，第一类办法中有 m1 种不同的方法，第二类办法中有 m2 种
不同的方法，⋯⋯，第 n 类办法中有 mn 种不同的方法，那么完成这件事一共有

N = m1 +m2 + · · ·+mn

种不同的方法。

定理 1.3: 乘法原理 做一件事分 n 个步骤，第一步有 m1 种不同的方法，第二步有 m2 种不同的方法，
⋯⋯，第 n 步有 mn 种不同的方法，那么完成这件事一共有

N = m1 ·m2 · · · · ·mn

种不同的方法。
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1.2 方法与例题

1.2.1 利用集合中元素的属性，检验元素是否属于集合

例题 1.1 设 M = {a | a = x2 − y2, x, y ∈ Z}，求证：

1. 2k − 1 ∈ M, (k ∈ Z)；

2. 4k − 2 /∈ M, (k ∈ Z)；

3. 若 p ∈ M，q ∈ M，则 pq ∈ M。

1.2.2 利用子集的定义证明集合相等

核心思路：先证 A ⊆ B，再证 B ⊆ A，则 A = B。

例题 1.2 设 A,B 是两个集合，又设集合 M 满足

A ∩M = B ∩M = A ∩B, A ∪B ∪M = A ∪B

求集合 M（用 A,B 表示）。
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第一章 集合 CQFLS 强基数学

1.2.3 分类讨论思想的应用

例题 1.3 已知 A = {x | x2 − 3x+2 = 0}，B = {x | x2 − ax+ a− 1 = 0}，C = {x | x2 −mx+2 = 0}，
若 A ∪B = A，A ∩ C = C，求 a,m 的取值。

1.2.4 计数原理的应用

例题 1.4 集合 A,B,C 是 I = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0} 的子集，求解下列问题：

1. 若 A ∪B = I，求有序集合对 (A,B) 的个数；

2. 求 I 的非空真子集的个数。

1.2.5 配对方法
例题 1.5 给定集合 I = {1, 2, 3, · · · , n} 的 k 个子集：A1, A2, · · · , Ak，满足任何两个子集的交集非空，
并且再添加 I 的任何一个其他子集后将不再具有该性质，求 k 的值。
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第一章 集合 CQFLS 强基数学

1.2.6 竞赛常用方法与例题
定理 1.4: 容斥原理 用 |A| 表示集合 A 的元素个数，则：

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|

此结论可推广到 n 个集合的情况：∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩Aj |+
∑

1≤i<j<k≤n

|Ai ∩Aj ∩Ak| − · · ·+ (−1)n−1

∣∣∣∣∣
n⋂

i=1

Ai

∣∣∣∣∣

定义 1.8: 集合的划分 A1 ∪A2 ∪ · · · ∪ An = I，且 Ai ∩Aj = ∅ (1 ≤ i < j ≤ n)，则这些子集的全体叫
做 I 的一个 n-划分。
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第一章 集合 CQFLS 强基数学

定理 1.5: 抽屉原理 将 mn+1 个元素放入 n (n > 1) 个抽屉，必有一个抽屉放有不少于 m+1 个元素，
也必有一个抽屉放有不多于 m 个元素；将无穷多个元素放入 n 个抽屉，必有一个抽屉放有无穷多个元
素。

定理 1.6: 最小数原理 自然数集的任何非空子集必有最小数。
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第一章 集合 CQFLS 强基数学

例题 1.6 求 1, 2, 3, · · · , 100 中不能被 2、3、5 整除的数的个数。

例题 1.7 S 是集合 {1, 2, · · · , 2004} 的子集，S 中的任意两个数的差不等于 4 或 7，问 S 中最多含有多
少个元素？

例题 1.8 求所有自然数 n(n ≥ 2)，使得存在实数 a1, a2, · · · , an 满足：

{|ai − aj | | 1 ≤ i < j ≤ n} =

{
1, 2, · · · , n(n− 1)

2

}
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第一章 集合 CQFLS 强基数学

例题 1.9 设 A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}，B = {7, 8, 9, · · · , n}。在 A 中取三个数，B 中取两个数组成五个元素
的集合 Ai, i = 1, 2, · · · , 20，满足 |Ai ∩Aj | ≤ 2 (1 ≤ i < j ≤ 20)。求 n 的最小值。

例题 1.10 集合 {1, 2, · · · , 3n} 可以划分成 n 个互不相交的三元集合 {x, y, z}，其中 x+ y = 3z，求满
足条件的最小正整数 n。
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第一章 集合 CQFLS 强基数学

1.3 A 组
练习 1.1 给定三元集合 {1, x, x2 − x}，则实数 x 的取值范围是 。

练习 1.2 若集合A = {x | ax2+2x+1 = 0, a ∈ R, x ∈ R}中只有一个元素，则 a = 。

练习 1.3 集合 B = {1, 2, 3} 的非空真子集有 个。

练习 1.4 已知集合 M = {x | x2 − 3x+ 2 = 0}，N = {x | ax+ 1 = 0}，若 N ⊆ M，则由满足条件的
实数 a 组成的集合 P = 。
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第一章 集合 CQFLS 强基数学

练习 1.5 已知A = {x | x < 2}，B = {x | x ≤ a}，且A ⊆ B，则常数 a的取值范围是 。

练习 1.6 若非空集合 S 满足 S ⊆ {1, 2, 3, 4, 5}，且若 a ∈ S，则 6− a ∈ S，那么符合要求的集合 S 有
个。

练习 1.7 集合 X = {2n+1 | n ∈ Z}与 Y = {4k±1 | k ∈ Z}之间的关系是 。

练习 1.8 若集合 A = {x, xy, xy − 1}，其中 x ∈ Z，y ∈ Z 且 y ̸= 0，若 0 ∈ A，则 A 中元素之和是
。
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第一章 集合 CQFLS 强基数学

练习 1.9 集合 P = {x | x2 + x− 6 = 0}，M = {x | mx− 1 = 0}，且 M & P，则满足条件的 m 的值
构成的集合为 。

练习 1.10 集合 A = {y | y = 2x + 1, x ∈ R+}，B = {y | y = −x2 + 9, x ∈ R}，则 A ∩ B =

。

练习 1.11 已知 S 是由实数构成的集合，且满足：1) 1 /∈ S；2) 若 a ∈ S，则 1
1−a ∈ S。如果 S ̸= ∅，S

中至少含有多少个元素？说明理由。

练习 1.12 已知 A = {(x, y) | y = a|x|}，B = {(x, y) | y = x + a}，C = A ∩ B，且 C 为单元素集合，
求实数 a 的取值范围。
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1.4 B 组
练习 1.13 已知集合 A = {x, xy, x + y}，B = {0, |x|, y}，且 A = B，则 x = ，
y = 。

练习 1.14 设全集 I = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}，A ⊆ I，B ⊆ I，且满足 A∩B = {2}，(∁IA)∩(∁IB) = {1, 9}，
(∁IA) ∩B = {4, 6, 8}，则 A ∩ (∁IB) = 。

练习 1.15 已知集合 A = {x | 10 + 3x − x2 ≥ 0}，B = {x | m + 1 ≤ x ≤ 2m − 1}，当 A ∩ B = ∅ 时，
实数 m 的取值范围是 。

练习 1.16 若实数 a 为常数，且

a ∈ A =

{
x | 1√

ax2 − x+ 1
= 1

}
,

则 a = 。
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第一章 集合 CQFLS 强基数学

练习 1.17 集合 M = {m2,m + 1,−3}，N = {m − 3, 2m − 1,m2 + 1}，若 M ∩ N = {−3}，则
m = 。

练习 1.18 集合 A = {a | a = 5x+ 3, x ∈ N+}，B = {b | b = 7y + 2, y ∈ N+}，则 A ∩B 中的最小元素
是 。

练习 1.19 集合 A = {x − y, x + y, xy}，B = {x2 + y2, x2 − y2, 0}，且 A = B，则 x + y =

。

练习 1.20 已知集合 A =
{
x | x+1

2−x < 0
}
，B = {x | px + 4 < 0}，且 B ⊆ A，则 p 的取值范围是

。
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练习 1.21 设集合 A = {(x, y) | y2 − x− 1 = 0}，B = {(x, y) | 4x2 + 2x− 2y + 5 = 0}，C = {(x, y) |
y = kx+ b}。问：是否存在 k, b ∈ N，使得 (A ∪B) ∩ C = ∅？并证明你的结论。

练习 1.22 集合 A 和 B 各含有 12 个元素，A∩B 含有 4 个元素，试求同时满足下列条件的集合 C 的
个数：

1. C ⊆ A ∪B 且 C 中含有 3 个元素；

2. C ∩A ̸= ∅。

练习 1.23 判断以下命题是否正确：设 A,B 是平面上两个点集，Cr = {(x, y) | x2 + y2 ≤ r2}，若对任
何 r ≥ 0，都有 Cr ∪A ⊆ Cr ∪B，则必有 A ⊆ B。证明你的结论。
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1.5 C 组

练习 1.24 已知集合 A = {x | x < 0}，B =
{
z | z = m2x−1

mx+1 , x > 2
}
，B ̸= ∅ 且 B ⊆ A，则实数 m 的

取值范围是 。

练习 1.25 集合 A = {1, 2, 3, · · · , 2n, 2n+ 1} 的子集 B 满足：对任意的 x, y ∈ B，x+ y /∈ B，则集合
B 中元素个数的最大值是 。

练习 1.26 已知集合 P = {a, aq, aq2}，Q = {a, a+ d, a+ 2d}，其中 a ̸= 0，且 a ∈ R，若 P = Q，则
实数 q = 。

练习 1.27 已知集合 A = {(x, y) | |x| + |y| = a, a > 0}，B = {(x, y) | |xy| + 1 = |x| + |y|}，若 A ∩ B

是平面上正八边形的顶点所构成的集合，则 a = 。
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第一章 集合 CQFLS 强基数学

练习 1.28 集合M = {u | u = 12m+8n+4l,m, l, n ∈ Z}，集合N = {u | u = 20p+16q+12r, p, q, r ∈ Z}，
则集合 M 与 N 的关系是 。

练习 1.29 设集合 M = {1, 2, 3, · · · , 1995}，集合 A 满足：A ⊆ M，且当 x ∈ A 时，15x /∈ A，则 A 中
元素最多有 个。

练习 1.30 非空集合 A = {x | 2a+1 ≤ x ≤ 3a− 5}，B = {x | 3 ≤ x ≤ 22}，则使 A ⊆ A∩B 成立的所
有 a 的集合是 。

练习 1.31 已知集合 A,B,C（不必相异）的并集 A∪B ∪C = {1, 2, · · · , n}，则满足条件的有序三元组
(A,B,C) 个数是 。
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第一章 集合 CQFLS 强基数学

练习 1.32 已知集合 A = {(x, y) | ax+ y = 1}，B = {(x, y) | x+ ay = 1}，C = {(x, y) | x2 + y2 = 1}。
问：当 a 取何值时，(A∪B)∩C 为恰有 2 个元素的集合？说明理由；若改为 3 个元素集合，结论如何？

练习 1.33 求集合 B 和 C，使得 B ∪ C = {1, 2, · · · , 10}，并且 C 的元素乘积等于 B 的元素和。

练习 1.34 S 是 Q 的子集且满足：若 r ∈ Q，则 r ∈ S、−r ∈ S、r = 0 恰有一个成立；并且若
a ∈ S, b ∈ S，则 ab ∈ S，a+ b ∈ S。试确定集合 S。

练习 1.35 集合 S = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0} 的若干个五元子集满足：S 中的任何两个元素至多出现在
两个不同的五元子集中，问：至多有多少个五元子集？
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第一章 集合 CQFLS 强基数学

1.6 D 组
练习 1.36 S1, S2, S3 是三个非空整数集，已知对于 1,2,3 的任意一个排列 i, j, k，如果 x ∈ Si，y ∈ Sj，
则 x− y ∈ Sk。求证：S1, S2, S3 中必有两个相等。

练习 1.37 求证：集合 {1, 2, · · · , 1989} 可以划分为 117 个互不相交的子集 Ai，其中 i = 1, 2, · · · , 117，
使得：

1. 每个 Ai 恰有 17 个元素；

2. 每个 Ai 中各元素之和相同。

练习 1.38 某人写了 n 封信，同时写了 n 个信封，然后将信任意装入信封，问：每封信都装错的情况
有多少种？
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第一章 集合 CQFLS 强基数学

练习 1.39 设 a1, a2, · · · , a20 是 20 个两两不同的整数，且集合 {ai + aj | 1 ≤ i ≤ j ≤ 20} 中有 201 个
不同的元素，求集合 {|ai − aj | | 1 ≤ i < j ≤ 20} 中不同元素个数的最小可能值。

练习 1.40 设 S 是由 2n 个人组成的集合。求证：其中必定有两个人，他们的公共朋友的个数为偶数。

练习 1.41 对于整数 n ≥ 4，求出最小的整数 f(n)，使得对于任何正整数 m，集合 {m,m+1, · · · ,m+

n− 1} 的任一个 f(n) 元子集中，均有至少 3 个两两互质的元素。
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第一章 集合 CQFLS 强基数学

练习 1.42 设集合 S = {1, 2, · · · , 50}，求最小自然数 k，使 S 的任意一个 k 元子集中都存在两个不同
的数 a 和 b，满足 (a+ b) | ab。

练习 1.43 集合 X = {1, 2, · · · , 6k}，k ∈ N+，试作出 X 的三元子集族 F，满足：

1. X 的任意一个二元子集至少被族 F 中的一个三元子集包含；

2. |F | = 6k2（|F | 表示 F 的元素个数）。

练习 1.44 设集合A = {1, 2, · · · ,m}，求最小的正整数m，使得对A的任意一个 14-分划A1, A2, · · · , A14，
一定存在某个集合 Ai(1 ≤ i ≤ 14)，在 Ai 中有两个元素 a 和 b 满足 b < a ≤ 4

3b。
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第二章 二次函数与命题

2.1 基础知识
定理 2.1: 二次函数的定义 当 a ̸= 0 时，y = ax2 + bx + c 或 f(x) = ax2 + bx + c 称为关于 x 的二次
函数，其对称轴为直线 x = − b

2a，配方可得 f(x) = a(x− x0)
2 + f(x0)，其中 x0 = − b

2a。

定理 2.2: 二次函数的单调性 当 a > 0 时，f(x) 的图象开口向上，在区间 (−∞, x0] 上单调递减，在
[x0,+∞) 上单调递增；当 a < 0 时，单调性相反。

定理 2.3: 二次函数与方程、不等式的关系 当 a > 0 时，记方程 f(x) = 0 即 ax2 + bx+ c = 0 的判别
式 ∆ = b2 − 4ac，其与不等式、函数图象的关系如下：

1. 当 ∆ > 0 时，方程有两个不等实根 x1, x2 (x1 < x2)，不等式 ax2 + bx + c > 0 的解集为 {x |
x < x1 或x > x2}，不等式 ax2 + bx + c < 0 的解集为 {x | x1 < x < x2}，函数可表示为
f(x) = a(x− x1)(x− x2)；

2. 当 ∆ = 0 时，方程有两个相等实根 x1 = x2 = x0 = − b
2a，不等式 ax2 + bx + c > 0 的解集为

{x | x ̸= − b
2a}，不等式 ax2 + bx+ c < 0 的解集为空集 ∅；

3. 当 ∆ < 0 时，方程无实根，不等式 ax2 + bx+ c > 0 的解集为 R，不等式 ax2 + bx+ c < 0 的解
集为空集 ∅。
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第二章 二次函数与命题 CQFLS 强基数学

定理 2.4: 二次函数的最值 若 a > 0，当 x = x0 时，f(x) 取最小值 f(x0) = 4ac−b2

4a ；若 a < 0，当
x = x0 时，f(x) 取最大值 f(x0) =

4ac−b2

4a 。
对于给定区间 [m,n] 上的二次函数 f(x) = ax2 + bx+ c (a > 0)：

• 当 x0 ∈ [m,n] 时，f(x) 在 [m,n] 上的最小值为 f(x0)；

• 当 x0 < m 时，f(x) 在 [m,n] 上的最小值为 f(m)；

• 当 x0 > n 时，f(x) 在 [m,n] 上的最小值为 f(n)。

定理 2.5: 绝对值不等式 若 a, b ∈ R，则 |a| − |b| ⩽ |a+ b| ⩽ |a|+ |b|。

定理 2.6: 基本不等式 若 a, b ∈ R，则 a2 + b2 ⩾ 2ab；若 x, y ∈ R+，则 x+ y ⩾ 2
√
xy。
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第二章 二次函数与命题 CQFLS 强基数学

定义 2.1: 命题与复合命题 能判断真假的语句叫命题。不含逻辑联结词“或”、“且”、“非”的命题叫做
简单命题，由简单命题与逻辑联结词构成的命题叫复合命题。

注 1“p 或 q”复合命题只有当 p, q 同为假命题时为假，否则为真命题；“p 且 q”复合命题只有当 p, q 同
时为真命题时为真，否则为假命题；p 与“非 p”（即 ¬p）恰好一真一假。

定义 2.2: 四种命题 原命题：若 p 则 q（p 为条件，q 为结论）；逆命题：若 q 则 p；否命题：若非 p 则
非 q；逆否命题：若非 q 则非 p。

注 2 原命题与其逆否命题同真假，一个命题的逆命题和否命题同真假。
注 3 反证法的理论依据是矛盾的排中律。

定义 2.3: 充分条件与必要条件 如果命题“若 p 则 q”为真，则记为 p ⇒ q，否则记作 p ; q。

• 若 p ⇒ q，则 p 是 q 的充分条件；

• 若 q ⇒ p，则 p 是 q 的必要条件；

• 若 p ⇒ q 但 q ; p，则 p 是 q 的充分非必要条件；

• 若 p ; q 但 q ⇒ p，则 p 是 q 的必要非充分条件；

• 若 p ⇒ q 且 q ⇒ p，则 p 是 q 的充要条件。
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第二章 二次函数与命题 CQFLS 强基数学

2.2 方法与例题

2.2.1 待定系数法

例题 2.1 设方程 x2 − x + 1 = 0 的两根是 α, β，求满足 f(α) = β，f(β) = α，f(1) = 1 的二次函数
f(x)。

2.2.2 方程的思想

例题 2.2 已知 f(x) = ax2 − c 满足 −4 ⩽ f(1) ⩽ −1，−1 ⩽ f(2) ⩽ 5，求 f(3) 的取值范围。

2.2.3 利用二次函数的性质

例题 2.3 已知二次函数 f(x) = ax2 + bx+ c (a, b, c ∈ R, a ̸= 0)，若方程 f(x) = x 无实根，求证：方程
f(f(x)) = x 也无实根。
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第二章 二次函数与命题 CQFLS 强基数学

2.2.4 利用二次函数表达式解题

例题 2.4 设二次函数 f(x) = ax2+ bx+ c (a > 0)，方程 f(x) = x的两根 x1, x2 满足 0 < x1 < x2 < 1
a。

1. 当 x ∈ (0, x1) 时，求证：x < f(x) < x1；

2. 设函数 f(x) 的图象关于 x = x0 对称，求证：x0 < x1

2 。

2.2.5 构造二次函数解题

例题 2.5 已知关于 x 的方程 (ax+ 1)2 = a2(1− x2)，a > 1，求证：方程的正根比 1 小，负根比-1 大。

2.2.6 定义在区间上的二次函数的最值

例题 2.6 当 x 取何值时，函数 y = x4+x2+5
(x2+1)2 取最小值？求出这个最小值。
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第二章 二次函数与命题 CQFLS 强基数学

例题 2.7 设变量 x 满足 x2 + bx ⩽ −x (b < −1)，并且 x2 + bx 的最小值是 − 1
2，求 b 的值。

2.2.7 一元二次不等式问题的解法

例题 2.8 已知不等式组

x2 − x+ a− a2 < 0

x+ 2a > 1
的整数解恰好有两个，求 a 的取值范围。

2.2.8 充分性与必要性
例题 2.9 设实数 A,B,C 使得不等式

A(x− y)(x− z) +B(y − z)(y − x) + C(z − x)(z − y) ≥ 0

对一切实数 x, y, z 都成立，问 A,B,C 应满足怎样的条件？（要求写出充分必要条件，限定用只涉及
A,B,C 的等式或不等式表示）
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第二章 二次函数与命题 CQFLS 强基数学

2.3 A 组
练习 2.1 下列四个命题中属于真命题的是 。

1.“若 x+ y = 0，则 x, y 互为相反数”的逆命题；

2.“两个全等三角形的面积相等”的否命题；

3.“若 q ⩽ 1，则 x2 + x+ q = 0 有实根”的逆否命题；

4.“不等边三角形的三个内角相等”的逆否命题。

练习 2.2 由下列各组命题构成“p 或 q”、“p 且 q”、“非 p”形式的复合命题中，p 或 q 为真，p 且 q 为
假，非 p 为真的是 。

1. p：3 是偶数，q：4 是奇数；

2. p：3 + 2 = 6，q：5 > 3；

3. p：a ∈ (a, b)，q：{a} $ {a, b}；

4. p：Q $ R，q：N = Z。

练习 2.3 当 |x−2| < a时，不等式 |x2−4| < 1成立，则正数 a的取值范围是 。

练习 2.4 不等式
ax2 + (ab+ 1)x+ b > 0

的解是 1 < x < 2，则 a, b 的值是 。

练习 2.5 x ̸= 1 且 x ̸= 2 是 x− 1 ̸=
√
x− 1 的 条件；而 −2 < m < 0 且 0 < n < 1

是关于 x 的方程 x2 +mx+ n = 0 有两个小于 1 的正根的 条件。

练习 2.6 命题“垂直于同一条直线的两条直线互相平行”的逆命题是 。
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第二章 二次函数与命题 CQFLS 强基数学

练习 2.7 若 S = {x | mx2 + 5x+ 2 = 0} 的子集至多有 2 个，则 m 的取值范围是 。

练习 2.8 R为全集，A = {x | 3−x ⩾ 4}，B =
{
x | 5

x+2 ⩾ 1
}
，则 (∁RA)∩B = 。

练习 2.9 设 a, b 是整数，集合 A = {(x, y) | (x − a)2 + 3b ⩽ 6y}，点 (2, 1) ∈ A，但点 (1, 0) /∈ A，
(3, 2) /∈ A，则 a, b 的值是 。

练习 2.10 设集合 A = {x | |x| < 4}，B = {x | x2 − 4x+ 3 > 0}，则集合 {x | x ∈ A 且x /∈ A ∩ B} =

。

练习 2.11 求使不等式 ax2 + 4x− 1 ⩾ −2x2 − a 对任意实数 x 恒成立的 a 的取值范围。

练习 2.12 对任意 x ∈ [0, 1]，有

x2 − 2kx+ k − 4 < 0

x2 − kx− k + 3 > 0
成立，求 k 的取值范围。
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2.4 B 组
练习 2.13 若不等式 |x− a| < x 的解集不空，则实数 a 的取值范围是 。

练习 2.14 使不等式 x2 + (a− 6)x+ 9 > 0 当 |a| ⩽ 1 时恒成立的 x 的取值范围是 。

练习 2.15 若不等式
−x2 + kx− 4 < 0

的解集为 R，则实数 k 的取值范围是 。

练习 2.16 若集合 A = {x | |x+ 7| > 10}，B = {x | |x− 5| < k}，且 A ∩B = B，则 k 的取值范围是
。

练习 2.17 设 a1, a2, b1, b2, c1, c2 均为非零实数，不等式 a1x
2 + b1x+ c1 > 0 和 a2x

2 + b2x+ c2 > 0 解
集分别为 M 和 N，那么“a1

a2
= b1

b2
= c1

c2
”是“M = N”的 条件。

练习 2.18 若下列三个方程 x2 + 4ax− 4a+ 3 = 0，x2 + (a− 1)x+ a2 = 0，x2 + 2ax− 2a = 0 中至少
有一个方程有实根，则实数 a 的取值范围是 。
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练习 2.19 已知 p, q 都是 r 的必要条件，s 是 r 的充分条件，q 是 s 的充分条件，则 r 是 q 的
条件。

练习 2.20 已知 p：
∣∣1− x−1

3

∣∣ ⩽ 2，q：x2 − 2x+ 1−m2 ⩽ 0 (m > 0)，若非 p 是非 q 的必要不充分条
件，则实数 m 的取值范围是 。

练习 2.21 已知 a > 0，f(x) = ax2 + bx+ c，对任意 x ∈ R 有 f(x+ 2) = f(2− x)，若 f(1− 2x2) <

f(1 + 2x− x2)，求 x 的取值范围。

练习 2.22 已知二次函数 f(x) = ax2 + bx+ c 的图象经过点 (1, 1)，(3, 5)，f(0) > 0，当函数的最小值
取最大值时，a+ b2 + c3 = 。

练习 2.23 若关于 x 的方程 4x2 − 4x + m = 0 在 [−1, 1] 上至少有一个实根，则 m 取值范围是
。

练习 2.24 若 f(x) = x4 + px3 + qx2 + x 对一切 x ∈ R 都有 f(x) ⩾ x 且 f(1) = 1，则 p + q2 =

。
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2.5 C 组
练习 2.25 不等式 |x|3 − 2x2 − 4|x|+ 3 < 0 的解集是 。

练习 2.26 如果实数 x, y 满足


x+ 2y > 0

x− 2y > 0

x2 − 4y2 = 4

，那么 |x| − |y| 的最小值是 。

练习 2.27 函数 f(x) = ax2 + bx+ c 的图象如图，且
√
b2 − 4ac = b− 2ac，那么 b2 − 4ac 4（填

>,=, <）。
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练习 2.28 对一切 x ∈ R，f(x) = ax2 + bx + c (a < b) 的值恒为非负实数，则 a+b+c
b−a 的最小值为

。

练习 2.29 若 a < b < c < d，求证：对任意实数 t ̸= −1，关于 x的方程 (x−a)(x−c)+t(x−b)(x−d) = 0

都有两个不等的实根。

练习 2.30 已知 f(x) = ax2 + bx+ c 在 [0, 1] 上满足 |f(x)| ⩽ 1，试求 |a|+ |b|+ |c| 的最大值。
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练习 2.31 已知 a, b, c ∈ R，f(x) = ax2 + bx+ c，g(x) = ax+ b，当 |x| ⩽ 1 时，|f(x)| ⩽ 1。

1. 求证：|c| ⩽ 1；

2. 求证：当 |x| ⩽ 1 时，|g(x)| ⩽ 2；

3. 当 a > 0 且 |x| ⩽ 1 时，g(x) 最大值为 2，求 f(x)。

练习 2.32 设实数 a, b, c,m满足条件： a
m+2+

b
m+1+

c
m = 0且 a ⩾ 0，m > 0，求证：方程 ax2+bx+c = 0

有一根 x0 满足 0 < x0 < 1。

练习 2.33 设 f(x) = ax2 + bx+ c，a, b, c ∈ R，a > 100，试问满足 |f(x)| ⩽ 50 的整数 x 最多有几个？
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练习 2.34 设函数 f(x) = ax2 + 8x + 3 (a < 0)，对于给定的负数 a，有一个最大的正数 l(a)，使得在
整个区间 [0, l(a)] 上，不等式 |f(x)| ⩽ 5 都成立。求 l(a) 的最大值及相应 a 的值。

练习 2.35 设 x1, x2, · · · , xn ∈ [a, a+ 1]，且设 x = 1
n

∑n
i=1 xi，y = 1

n

∑n
j=1 x

2
j，求 f = y − x2 的最大

值。

练习 2.36 设 F (x) = ax2+bx+c，a, b, c ∈ R，且 |F (0)| ⩽ 1，|F (1)| ⩽ 1，|F (−1)| ⩽ 1，则对于 |x| ⩽ 1，
求 |F (x)| 的最大值。
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练习 2.37 已知 f(x) = x2+ax+ b，若存在实数 m，使得 |f(m)| ⩽ 1
4，|f(m+1)| ⩽ 1

4，求 ∆ = a2− 4b

的最大值和最小值。

练习 2.38 设二次函数 f(x) = ax2 + bx+ c (a, b, c ∈ R, a ̸= 0) 满足下列条件：

1. 当 x ∈ R 时，f(x− 4) = f(2− x)，且 f(x) ⩾ x；

2. 当 x ∈ (0, 2) 时，f(x) ⩽
(
x+1
2

)2；
3. f(x) 在 R 上最小值为 0。

求最大的 m(m > 1)，使得存在 t ∈ R，只要 x ∈ [1,m] 就有 f(x+ t) ⩽ x。

练习 2.39 求证：方程 3ax2 + 2bx− (a+ b) = 0 (b ̸= 0) 在 (0, 1) 内至少有一个实根。
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第三章 函数

3.1 基础知识
定义 3.1: 映射 对于任意两个集合 A,B，依对应法则 f，若对 A 中的任意一个元素 x，在 B 中都有唯
一一个元素与之对应，则称 f : A → B 为一个映射。

定义 3.2: 单射、满射、一一映射与逆映射 设 f : A → B 是一个映射。

1. 若对任意 x, y ∈ A，只要 x ̸= y，就有 f(x) ̸= f(y)，则称 f 为单射。

2. 若对任意 y ∈ B，都存在 x ∈ A，使得 f(x) = y，则称 f 为 A 到 B 上的满射。

3. 若 f 既是单射又是满射，则称 f 为一一映射。

4. 一一映射存在逆映射，即从 B 到 A 由相反的对应法则 f−1 构成的映射，记作 f−1 : B → A。
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第三章 函数 CQFLS 强基数学

定义 3.3: 函数 映射 f : A → B 中，若 A,B 都是非空数集，则这个映射为函数。A称为它的定义域，若
x ∈ A，y ∈ B 且 f(x) = y（即 x对应 B 中的 y），则 y 叫做 x的象，x叫 y 的原象。集合 {f(x) | x ∈ A}
叫函数的值域。

通常函数由解析式给出，此时函数定义域就是使解析式有意义的未知数的取值范围，如函数 y =

3
√
x− 1 的定义域为 {x | x ≥ 0, x ∈ R}。

定义 3.4: 函数的性质

1. 单调性：设函数 f(x) 在区间 I 上满足对任意的 x1, x2 ∈ I 并且 x1 < x2，总有 f(x1) < f(x2)

（f(x1) > f(x2)），则称 f(x) 在区间 I 上是增（减）函数，区间 I 称为单调增（减）区间。

2. 奇偶性：设函数 y = f(x) 的定义域为 D 且 D 是关于原点对称的数集，若对于任意的 x ∈ D，都
有 f(−x) = −f(x)，则称 f(x) 是奇函数；若对任意的 x ∈ D，都有 f(−x) = f(x)，则称 f(x) 是
偶函数。奇函数的图象关于原点对称，偶函数的图象关于 y 轴对称。

3. 周期性：对于函数 f(x)，如果存在一个不为零的常数 T，使得当 x取定义域内每一个数时，f(x+
T ) = f(x) 总成立，则称 f(x) 为周期函数，T 称为这个函数的周期；如果周期中存在最小的正数
T0，则这个正数叫做函数 f(x) 的最小正周期。

定理 3.1: 复合函数的单调性 复合函数 y = f [g(x)] 的单调性遵循“同增异减”原则：内外函数单调性
相同，复合函数为增函数；内外函数单调性相反，复合函数为减函数。
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定义 3.5: 反函数 若函数 f : A → B（通常记作 y = f(x)）是一一映射，则它的逆映射 f−1 : B → A

叫原函数的反函数，通常写作 y = f−1(x)。
求反函数的过程：在解析式 y = f(x) 中反解 x 得 x = f−1(y)，然后将 x, y 互换得 y = f−1(x)，最

后指出反函数的定义域即原函数的值域。例如，函数 y = 1
1−x 的反函数是 y = 1− 1

x (x ̸= 0)。

定理 3.2: 反函数的图象对称性 互为反函数的两个函数的图象关于直线 y = x 对称。

定理 3.3: 反函数的单调性 在定义域上为增（减）函数的函数，其反函数必为增（减）函数。
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第三章 函数 CQFLS 强基数学

3.2 方法与例题

3.2.1 数形结合法

例题 3.1 求方程 |x− 1| = 1
x 的正根的个数。

例题 3.2 求函数 f(x) =
√
x4 − 3x2 − 6x+ 13−

√
x4 − x2 + 1 的最大值。

3.2.2 函数性质的应用

例题 3.3 设 x, y ∈ R 且满足

(x− 1)3 + 1997(x− 1) = −1

(y − 1)3 + 1997(y − 1) = 1
，求 x+ y 的值。

例题 3.4 奇函数 f(x) 在定义域 (−1, 1) 内是减函数，又 f(1− a) + f(1− a2) < 0，求 a 的取值范围。
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第三章 函数 CQFLS 强基数学

例题 3.5 设 f(x)是定义在 (−∞,+∞)上以 2为周期的函数，对 k ∈ Z，用 Ik 表示区间 (2k−1, 2k+1]，
已知当 x ∈ I0 时，f(x) = x2，求 f(x) 在 Ik 上的解析式。

例题 3.6 解方程：(3x− 1)(
√
9x2 − 6x+ 5 + 1) + (2x− 3)(

√
4x2 − 12x+ 13 + 1) = 0。

3.2.3 配方法

例题 3.7 求函数 y = x+
√
2x+ 1 的值域。

3.2.4 换元法

例题 3.8 求函数 y = (
√
1 + x+

√
1− x+ 2)(

√
1− x2 + 1)，x ∈ [0, 1] 的值域。
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第三章 函数 CQFLS 强基数学

3.2.5 判别式法

例题 3.9 求函数 y = x2−3x+4
x2+3x+4 的值域。

3.2.6 关于反函数

例题 3.10 若函数 y = f(x) 定义域、值域均为 R，且存在反函数。若 f(x) 在 (−∞,+∞) 上递增，求
证：y = f−1(x) 在 (−∞,+∞) 上也是增函数。

例题 3.11 设函数 f(x) = 4

√
4x+1
3x+2，解方程：f(x) = f−1(x)。
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3.3 A 组
练习 3.1 已知 X = {−1, 0, 1}，Y = {−2,−1, 0, 1, 2}，映射 f : X → Y 满足：对任意的 x ∈ X，它在
Y 中的象 f(x) 使得 x+ f(x) 为偶数，这样的映射有 个。

练习 3.2 给定 A = {1, 2, 3}，B = {−1, 0, 1} 和映射 f : A → B，若 f 为单射，则 f 有
个；若 f 为满射，则 f 有 个；满足 f [f(x)] = f(x) 的映射有 个。

练习 3.3 若直线 y = k(x − 2) 与函数 y = x2 + 2x 图象相交于点 (−1,−1)，则图象与直线一共有
个交点。

练习 3.4 函数 y = f(x)的值域为 [ 38 ,
4
9 ]，则函数 g(x) = f(x)+

√
1− 2f(x)的值域为 。
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练习 3.5 已知 f(x) = 1
x+1，则函数 g(x) = f [f(x)] 的值域为 。

练习 3.6 已知 f(x) = |x+a|，当 x ≥ 3时 f(x)为增函数，则 a的取值范围是 。

练习 3.7 设 y = f(x)在定义域 ( 12 , 2)内是增函数，则 y = f(x2−1)的单调递减区间为 。

练习 3.8 若函数 y = φ(x) 存在反函数 y = φ−1(x)，则 y = φ−1(x) 的图象与 y = −φ(−x) 的图象关于
直线 对称。
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练习 3.9 函数 f(x) 满足 f
(
x−1
x

)
= 1− 1

x + 1
x2，则 f

(
1
x

)
= 。

练习 3.10 求下列函数的值域：

1. y =
√
x− 2−

√
x− 1；

2. y =
√
x+ 1√

x
−
√
x+ 1

x + 1；

3. y = x+ 2
√
x+ 1；

4. y = x−1
x2+2。

练习 3.11 已知 y = f(x) 定义在 R 上，对任意 x ∈ R，f(x) = f(x + 2)，且 f(x) 是偶函数，又当
x ∈ [2, 3] 时，f(x) = x，则当 x ∈ [−2, 0] 时，求 f(x) 的解析式。
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3.4 B 组
练习 3.12 已知 a ∈ (− 1

2 , 0]，f(x) 定义域是 (0, 1]，则 g(x) = f(x + a) + f(x − a) + f(x) 的定义域为
。

练习 3.13 设 0 ≤ a < 1时，f(x) = (a−1)x2−6ax+a+1恒为正值，则 f(x)定义域为 。

练习 3.14 映射 f : {a, b, c, d} → {1, 2, 3} 满足 10 < f(a) · f(b) · f(c) · f(d) < 20，这样的映射 f 有
个。
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第三章 函数 CQFLS 强基数学

练习 3.15 判断下列函数是否为奇函数：

1. f(x) = (x− 1)
√

1+x
1−x；

2. g(x) = |2x+ 1| − |2x− 1|；

3. φ(x) =
√
x2 − 1 +

√
1− x2；

4. y =
√
x+ 1−

√
x− 1。

练习 3.16 设函数 y = f(x)(x ∈ R且 x ̸= 0)，对任意非零实数 x1, x2 满足 f(x1x2) = f(x1)+f(x2)，又
f(x)在 (0,+∞)是增函数，则不等式 f(x)+f(x− 1

2 ) ≤ 0的解集为 。

练习 3.17 函数 f(x) =

x x ∈ P

−x x ∈ M
，其中 P,M 为 R 的两个非空子集，又规定 f(P ) = {y | y =

f(x), x ∈ P}，f(M) = {y | y = f(x), x ∈ M}，给出如下判断：

1. 若 P ∩M = ∅，则 f(P ) ∩ f(M) = ∅；

2. 若 P ∩M ̸= ∅，则 f(P ) ∩ f(M) ̸= ∅；

3. 若 P ∪M = R，则 f(P ) ∪ f(M) = R；

4. 若 P ∪M ̸= R，则 f(P ) ∪ f(M) ̸= R。

其中正确的判断是 。
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练习 3.18 已知 y = f(x) 是定义域为 [−6, 6] 的奇函数，且当 x ∈ [0, 3] 时是一次函数，当 x ∈ [3, 6] 时
是二次函数，又 f(6) = 2，当 x ∈ [3, 6] 时，f(x) ≤ f(5) = 3，求 f(x) 的解析式。

48



第三章 函数 CQFLS 强基数学

练习 3.19 设 a > 0，函数 f(x) 定义域为 R，且 f(x+ a) = 1
2 +

√
f(x)− [f(x)]2，求证：f(x) 为周期

函数。

练习 3.20 奇函数 f(x)存在反函数 f−1(x)，若把 y = f(x)的图象向上平移 3个单位，然后向右平移 2个
单位后，再关于直线 y = −x对称，得到的曲线所对应的函数是 。

练习 3.21 若 a > 0，a ̸= 1，F (x)是奇函数，则G(x) = F (x)
(

1
ax−1 + 1

2

)
的奇偶性是 。

练习 3.22 若 F
(

1−x
1+x

)
= x，则下列等式中正确的有 。

1. F (−2− x) = −2− F (x)；

2. F (−x) = F
(

1−x
1+x

)
；

3. F (x−1) = F (x)；

4. F (F (x)) = −x。

练习 3.23 函数 f(x) = 1√
x2−2x−3

的单调递增区间是 。

练习 3.24 函数 f(x) = x
1−2x − x

2 的奇偶性是： （填奇函数、偶函数、非奇非偶）。
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3.5 C 组
练习 3.25 函数 y =

√
x+ 1−

√
x− 1，x ∈ (1,+∞) 的反函数是 。

练习 3.26 设函数 y = f(x)(x ∈ R) 的值域为 R，且为增函数，若方程 f(x) = x 解集为 P，f [f(x)] = x

解集为 Q，则 P 与 Q 的关系为：P Q（填 =,⊂,⊃）。

练习 3.27 函数 y = f(x + 1) 的反函数是 y = f−1(x + 1)，并且 f(1) = 3997，则 f(1998) =

。
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练习 3.28 设关于 x 的方程 2x2 − tx− 2 = 0 的两根为 α, β(α < β)，已知函数 f(x) = 4x−t
x2+1。

1. 求 f(α)、f(β)；

2. 求证：f(x) 在 [α, β] 上是增函数；

3. 对任意正数 x1, x2，求证：
∣∣∣f (x1α+x2β

x1+x2

)
− f

(
x1β+x2α
x1+x2

)∣∣∣ < 2|α− β|。

练习 3.29 设函数 f : R → R满足 f(0) = 1，且对任意 x, y ∈ R，都有 f(xy+1) = f(x)f(y)−f(y)−x+2，
则 f(x) = 。
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练习 3.30 已知 f(x) 是定义在 R 上的函数，f(1) = 1，且对任意 x ∈ R 都有 f(x + 5) ≥ f(x) + 5，
f(x+ 1) ≤ f(x) + 1，若 g(x) = f(x) + 1− x，则 g(2002) = 。

练习 3.31 解方程组：


1− x2 = y

1− y2 = z

1− z2 = x

。

练习 3.32 设 k ∈ N+，f : N+ → N+ 满足：(1) f(x) 严格递增；(2) 对任意 n ∈ N+，有 f [f(n)] = kn。
求证：对任意 n ∈ N+，都有 2k

k+1n ≤ f(n) ≤ k+1
2 n。
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练习 3.33 求证：恰有一个定义在所有非零实数上的函数 f，满足：

1. 对任意 x ̸= 0，f(x) = x · f
(
1
x

)
；

2. 对所有的 x ̸= −y 且 xy ̸= 0，有 f(x) + f(y) = 1 + f(x+ y)。

练习 3.34 设 f(x) 对一切 x > 0 有定义，且满足：

1. f(x) 在 (0,+∞) 是增函数；

2. 任意 x > 0，f(x)f
(
f(x) + 1

x

)
= 1。

试求 f(1) 的值。
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练习 3.35 f : [0, 1] → R 满足：

1. 任意 x ∈ [0, 1]，f(x) ≥ 0；

2. f(1) = 1；

3. 当 x, y, x+ y ∈ [0, 1] 时，f(x) + f(y) ≤ f(x+ y)。

试求最小常数 c，对满足上述条件的函数 f(x) 都有 f(x) ≤ cx。

练习 3.36 试求 f(x, y) = 6(x2 + y2)(x+ y)− 4(x2 + xy + y2)− 3(x+ y) + 5 (x > 0, y > 0) 的最小值。
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练习 3.37 对给定的正数 p, q ∈ (0, 1)，有 p + q > 1 ≥ p2 + q2，试求 f(x) = (1 − x)
√
p2 − x2 +

x
√
q2 − (1− x)2 在 [1− q, p] 上的最大值。

练习 3.38 已知 f : (0, 1) → R 且

f(x) =


x x /∈ Q

p+ 1

q
x =

p

q
, (p, q) = 1, 0 < p < q

.

当 x ∈
(
7

8
,
8

9

)
时，试求 f(x) 的最大值。
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3.6 D 组

练习 3.39 函数 f(x) 定义在正整数集上，且满足 f(n) =

n− 3 (n ≥ 1000)

f [f(n+ 5)] (n < 1000)
，求 f(100) 的值。

练习 3.40 函数 y = f(x) 定义在整个实轴上，它的图象在围绕坐标原点旋转角 π
2 后不变。

1. 求证：方程 f(x) = x 恰有一个解；

2. 试给出一个具有上述性质的函数。

练习 3.41 设 Q+ 是正有理数的集合，试构造一个函数 f : Q+ → Q+，满足条件：f(xf(y)) = f(x)
y ，

∀x, y ∈ Q+。
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第四章 常见初等函数

4.1 基础知识
定义 4.1: 指数函数 形如 y = ax(a > 0, a ̸= 1) 的函数叫做指数函数，其定义域为 R，值域为 (0,+∞)。
当 0 < a < 1 时，y = ax 是减函数；当 a > 1 时，y = ax 为增函数，它的图象恒过定点 (0, 1)。

定义 4.2: 分数指数幂 分数指数幂的运算定义如下：

a
1
n = n

√
a, a

m
n = n

√
am,

a−n =
1

an
, a−

m
n =

1
n
√
am

.

定义 4.3: 对数函数 形如 y = loga x(a > 0, a ̸= 1) 的函数叫做对数函数，其定义域为 (0,+∞)，值域为
R，图象过定点 (1, 0)。当 0 < a < 1 时，y = loga x 为减函数；当 a > 1 时，y = loga x 为增函数。
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定理 4.1: 对数的运算性质 设 M > 0, N > 0, a > 0, a ̸= 1, c > 0, c ̸= 1，则对数满足以下运算性质：

1. ax = M ⇔ x = loga M；

2. loga(MN) = loga M + loga N；

3. loga
(
M
N

)
= loga M − loga N；

4. loga Mn = n loga M；

5. loga
n
√
M = 1

n loga M；

6. aloga M = M；

7. 换底公式：loga b =
logc b
logc a。

定理 4.2: 对勾函数的单调性 函数 y = x+ a
x (a > 0) 的单调递增区间是 (−∞,−

√
a] 和 [

√
a,+∞)，单

调递减区间为 [−
√
a, 0) 和 (0,

√
a]。

定理 4.3: 连续函数的零点存在定理 若 a < b，f(x) 在 [a, b] 上连续，且 f(a) · f(b) < 0，则 f(x) = 0

在 (a, b) 上至少有一个实根。
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4.2 方法与例题

4.2.1 构造函数解题

例题 4.1 已知 a, b, c ∈ (−1, 1)，求证：ab+ bc+ ca+ 1 > 0。

例题 4.2 （柯西不等式）若 a1, a2, · · · , an 是不全为 0 的实数，b1, b2, · · · , bn ∈ R，则(
n∑

i=1

a2i

)
·

(
n∑

i=1

b2i

)
⩾
(

n∑
i=1

aibi

)2

等号当且仅当存在 µ ∈ R 使 ai = µbi (i = 1, 2, · · · , n) 时成立。

例题 4.3 设 x, y ∈ R+，x+ y = c，c 为常数且 c ∈ (0, 2]，求 u =
(
x+ 1

x

) (
y + 1

y

)
的最小值。
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4.2.2 指数和对数的运算技巧

例题 4.4 设 p, q ∈ R+ 且满足 log9 p = log12 q = log16(p+ q)，求 q
p 的值。

例题 4.5 对于正整数 a, b, c (a ≤ b ≤ c) 和实数 x, y, z, w，若 ax = by = cz = 70w，且 1
x + 1

y + 1
z = 1

w，
求证：a+ b = c。

例题 4.6 已知 x ̸= 1，a ̸= 1，c ̸= 1，且 loga x+ logc x = 2 logb x，求证：c2 = (ac)loga b。
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4.2.3 指数与对数方程的解法

例题 4.7 解方程：3x + 4x + 5x = 6x。

例题 4.8 解方程组：

xx+y = y12

yx+y = x3
（其中 x, y ∈ R+）。
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4.3 A 组
练习 4.1 命题 p : ”(log2 3)x − (log5 3)x ⩾ (log2 3)−y − (log5 3)−y” 是命题 q : ”x + y ⩾ 0” 的

条件。

练习 4.2 如果 x1是方程 x+lgx = 27的根，x2是方程 x+10x = 27的根，则 x1+x2 = 。

练习 4.3 已知 f(x) 是定义在 R 上的增函数，点 A(−1, 1)，B(1, 3) 在它的图象上，y = f−1(x) 是它的
反函数，则不等式 |f−1(log2 x)| < 1 的解集为 。

练习 4.4 若 log2a 1+a2

1+a < 0，则 a 的取值范围是 。

练习 4.5 命题 p：函数 y = log2
(
x+ a

x − 3
)
在 [2,+∞)上是增函数；命题 q：函数 y = log2(ax2−4x+1)

的值域为 R，则 p 是 q 的 条件。
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练习 4.6 若 0 < b < 1，a > 0 且 a ̸= 1，比较大小：| loga(1− b)| | loga(1 + b)|（填 >、<、=）。

练习 4.7 已知 f(x) = 2+log3 x，x ∈ [1, 3]，则函数 y = [f(x)]2+f(x2)的值域为 。

练习 4.8 若 x = 1
log 1

2

1
3

+ 1
log 1

5

1
3

，则与 x 最接近的整数是 。

练习 4.9 函数 y = log 1
2

(
1

1−x + 1
1+x

)
的单调递增区间是 。
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练习 4.10 函数 f(x) = x−1
x2−2x+5

(
x ∈

[
3
2 , 2
])
的值域为 。

练习 4.11 当 a 为何值时，方程 lg 2x
lg(x+a) = 2 有一解、二解、无解？
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4.4 B 组

练习 4.12 函数 f(x) =
√

8
|x| − 1 + lg(x2 − 1) 的定义域是 。

练习 4.13 已知不等式 x2−logm x < 0在 x ∈
(
0, 1

2

)
时恒成立，则m的取值范围是 。

练习 4.14 若 x ∈ {x | log2 x = 2−x}，则 x2、x、1 从大到小排列是 。

练习 4.15 若 f(x) = ln 1−x
1+x，则使 f(a)+f(b) = f

(
a+b
1+ab

)
成立的 a, b的取值范围是 。
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练习 4.16 已知 x > 10，y > 10，xy = 1000，则 (lgx) · (lg y) 的取值范围是 。

练习 4.17 若方程 lg(kx) = 2 lg(x+ 1) 只有一个实数解，则实数 k 的取值范围是 。

练习 4.18 已知 f(x) =
(

1
2x−1 + 1

2

)
x，F (x) = f(x+ t)− f(x− t)(t ̸= 0)，则 F (x) 是 函

数（填奇偶性）。
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练习 4.19 已知 f(x) = lg
(

1+x
1−x

)
，若 f

(
a+b
1+ab

)
= 1，f

(
a−b
1−ab

)
= 2，其中 |a| < 1，|b| < 1，则 f(a)+f(b) =

。

练习 4.20 设 a ∈ R，试讨论关于 x 的方程 lg(x− 1) + lg(3− x) = lg(a− x) 的实数解的个数。
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4.5 C 组

练习 4.21 函数 f(x) =

| lg |x− 1|| x ̸= 1

0 x = 1
的定义域为 R，若关于 x 的方程 f2(x)+ bf(x)+ c = 0 有

7 个不同的实数解，则 b, c 应满足的充要条件是 。

练习 4.22 设 f(x) = lg [1 + 2x + 3x + · · ·+ (n− 1)x + nx · a]，其中 n 为给定正整数，n ≥ 2，a ∈ R。
若 f(x) 在 x ∈ (−∞, 1] 时有意义，求 a 的取值范围。

练习 4.23 已知 an = logn(n+ 1)，设
∑1023

n=2
1

logan
100 = q

p，其中 p, q 为整数，且 (p, q) = 1，则 p · q 的
值为 。
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练习 4.24 设 f(x) = | lgx|，实数 a, b 满足 0 < a < b，f(a) = f(b) = 2f
(
a+b
2

)
。求证：(1) a4 + 2a2 −

4a+ 1 = 0，b4 − 4b3 + 2b2 + 1 = 0；(2) 3 < b < 4。

练习 4.25 设 a > 0 且 a ̸= 1，f(x) = loga
(
x+

√
x2 − 1

)
(x ≥ 1)。(1) 求 f(x) 的反函数 f−1(x)；(2)

若 f−1(n) < 3n+3−n

2 (n ∈ N+)，求 a 的取值范围。

练习 4.26 如果 log2
[
log 1

2
(log2 x)

]
= log3

[
log 1

3
(log3 y)

]
= log5

[
log 1

5
(log5 z)

]
= 0，那么将 x, y, z 从

小到大排列为 。
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练习 4.27 设对任意实数 x0 > x1 > x2 > x3 > 0，都有 log x0
x1

1993 + log x1
x2

1993 + log x2
x3

1993 >

k log x0
x3

1993 恒成立，则 k 的最大值为 。

练习 4.28 实数 x, y满足 4x2−5xy+4y2 = 5，设 S = x2+y2，则 1
Smax

+ 1
Smin

的值为 。

练习 4.29 已知 0 < b < 1，0◦ < α < 45◦，则以下三个数：x = (sinα)logb sin α，y = (cosα)logb cos α，
z = (sinα)logb cos α 从小到大排列为 。
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练习 4.30 用 [x]表示不超过 x的最大整数，则方程 lg2 x−[lgx]−2 = 0的实根个数是 。

练习 4.31 设 a = lg z+ lg
[
x(yz)−1 + 1

]
，b = lgx−1+ lg[xyz+1]，c = lg y+ lg

[
(xyz)−1 + 1

]
，记 a, b, c

中的最大数为 M，则 M 的最小值为 。
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练习 4.32 设 x, y, z ∈ R+ 且 x+ y + z = 1，求 u = 3x2−x
1+x2 + 3y2−y

1+y2 + 3z2−z
1+z2 的最小值。

练习 4.33 当 a 为何值时，不等式 log 1
a

(√
x2 + ax+ 5 + 1

)
· log5

(
x2 + ax+ 6

)
+ loga 3 ≥ 0 有且只有

一个解（a > 1 且 a ̸= 1）。
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练习 4.34 求定义在有理数集上且满足下列条件的所有函数 f：

f(x+ y) = f(x) + f(y) + f(x) · f(y), x, y ∈ Q.

练习 4.35 f(x) 是定义在 (1,+∞) 上且在 (1,+∞) 中取值的函数，满足条件：对于任何 x, y > 1 及
u, v > 0，f(xuyv) ⩽ [f(x)]

1
4u [f(y)]

1
4v 都成立，试确定所有这样的函数 f(x)。

73



第四章 常见初等函数 CQFLS 强基数学

练习 4.36 求所有函数 f : R → R，使得 xf(x)− yf(y) = (x− y)f(x+ y) 成立。

练习 4.37 是否存在函数 f(n)，将正整数集 N⋆ 映为自身，且对每个 n > 1，f(n) = f(f(n − 1)) +

f(f(n+ 1)) 都成立。
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练习 4.38 设 α, β为实数，求所有 f : R+ → R，使得对任意的 x, y ∈ R+，f(x)f(y) = yβ ·f
(
x
2

)
+xαf

(
y
2

)
成立。

练习 4.39 对于任意 n ∈ N+(n > 1)，试证明：[
√
n]+[ 3

√
n]+· · ·+[ n

√
n] = [log2 n]+[log3 n]+· · ·+[logn n]。
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4.6 D 组
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练习 4.40 设 m ≥ 14 是一个整数，函数 f : N → N 定义如下：

f(n) =

n−m+ 14 n > m2

f(f(n+m− 13)) n ≤ m2

求出所有的 m，使得 f(1995) = 1995。
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练习 4.41 设 p, q 是任意自然数，求证：存在这样的 f(x) ∈ Z[x]（表示整系数多项式集合），使对 x 轴
上的某个长为 1

q 的开区间中的每一个数 x，有 |f(x)− p
q | <

1
q2。
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5.1 基础知识
定理 5.1: 不等式的基本性质 对于任意实数 a, b, c, 不等式满足以下基本性质:

1. a > b ⇔ a− b > 0;

2. 传递性: a > b, b > c ⇒ a > c;

3. 可加性: a > b ⇒ a+ c > b+ c;

4. 正乘不变向: a > b, c > 0 ⇒ ac > bc;

5. 负乘变向: a > b, c < 0 ⇒ ac < bc;

6. 同向正值可乘性: a > b > 0, c > d > 0 ⇒ ac > bd;

7. 正值乘方性: a > b > 0, n ∈ N+ ⇒ an > bn;

8. 正值开方性: a > b > 0, n ∈ N+ ⇒ n
√
a > n

√
b;

定理 5.2: 基本不等式 对于任意实数 a, b, c, 不等式满足以下基本性质:

1. 绝对值不等式 1: a > 0, |x| < a ⇔ −a < x < a; |x| > a ⇔ x > a 或 x < −a;

2. 绝对值三角不等式: a, b ∈ R, 则 |a| − |b| ≤ |a+ b| ≤ |a|+ |b|;

3. 基本二元均值不等式: a, b ∈ R, 则 (a− b)2 ≥ 0 ⇔ a2 + b2 ≥ 2ab;

4. 基本三元均值不等式: x, y, z ∈ R+, 则 x+ y ≥ 2
√
xy, x+ y + z ≥ 3 3

√
xyz, 等号当且仅当变量相等

时成立.
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5.1.1 几个常用的不等式
定理 5.3: 平均值不等式 设 a1, a2, · · · , an ∈ R+, 记

调和平均 Hn =
n

1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

,

几何平均 Gn = n
√
a1a2 · · · an,

算术平均 An =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
,

平方平均 Qn =

√
a21 + a22 + · · ·+ a2n

n
,

则有 Hn ≤ Gn ≤ An ≤ Qn, 其中等号成立的条件均为 a1 = a2 = · · · = an.

80



第五章 不等式 CQFLS 强基数学

定理 5.4: 柯西不等式 若 ai ∈ R, bi ∈ R, i = 1, 2, · · · , n, 则(
n∑

i=1

a2i

)(
n∑

i=1

b2i

)
⩾
(

n∑
i=1

aibi

)2

等号当且仅当存在 λ ∈ R, 使得对任意 i = 1, 2, · · · , n, ai = λbi 时成立.
推论 1: 若 ai ∈ R, bi ∈ R+, i = 1, 2, · · · , n, 则

n∑
i=1

a2i
bi

≥
(
∑n

i=1 ai)
2∑n

i=1 bi

等号成立当且仅当 ai = λbi(i = 1, 2, · · · , n).
推论 2: 若 ai ∈ R, bi ∈ R+, i = 1, 2, · · · , n, 则

n∑
i=1

ai
bi

≥
(
∑n

i=1 ai)
2∑n

i=1 aibi

等号成立当且仅当 b1 = b2 = · · · = bn.
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定理 5.5: 排序不等式 若两组实数满足 a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an 且 b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bn, 则对于 b1, b2, · · · , bn
的任意排列 bi1 , bi2 , · · · , bin , 有

a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1︸ ︷︷ ︸
逆序和

≤ a1bi1 + a2bi2 + · · ·+ anbin︸ ︷︷ ︸
乱序和

≤ a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn︸ ︷︷ ︸
顺序和

.
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5.2 方法与例题

5.2.1 不等式证明的基本方法

比较法

例题 5.1 设 a, b, c ∈ R, 试证: 对任意实数 x, y, z, 有

x2 + y2 + z2 ⩾ 2

√
abc

(a+ b)(b+ c)(c+ a)

(√
a+ b

c
xy +

√
b+ c

a
yz +

√
c+ a

b
xz

)
.

例题 5.2 若 0 < x < 1, 比较大小: | loga(1− x)| 与 | loga(1 + x)|.
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分析法

例题 5.3 已知 a, b, c ∈ R+, 求证: a+ b+ c− 3 3
√
abc ≥ a+ b− 2

√
ab.

例题 5.4 已知实数 a, b, c 满足 0 < a ≤ b ≤ c ≤ 1
2 , 求证: 2

c(1−c) ≤
1

a(1−b) +
1

b(1−a) .
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数学归纳法

例题 5.5 对任意正整数 n(≥ 3), 求证: nn+1 > (n+ 1)n.

反证法

例题 5.6 设实数 a0, a1, · · · , an 满足 a0 = an = 0, 且 a0 − 2a1 + a2 ≥ 0, a1 − 2a2 + a3 ≥ 0, · · · , an−2 −
2an−1 + an ≥ 0, 求证: ak ≤ 0(k = 1, 2, · · · , n− 1).
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分类讨论法

例题 5.7 已知 x, y, z ∈ R+, 求证: x2−y2

y+z + y2−z2

z+x + z2−x2

x+y ≥ 0.

放缩法

例题 5.8 求证: 1 + 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
2n−1 < n(n ≥ 2).
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例题 5.9 已知 a, b, c 是 △ABC 的三条边长, m > 0, 求证: a
a+m + b

b+m > c
c+m .

引入参变量法

例题 5.10 已知 x, y ∈ R+, x+ y = l, a, b 为待定正数, 求 f(x, y) = a3

x2 + b3

y2 的最小值.
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例题 5.11 设 x1 ≥ x2 ≥ x3 ≥ x4 ≥ 2, x2 + x3 + x4 ≥ x1, 求证: (x1 + x2 + x3 + x4)
2 ⩽ 4x1x2x3x4.

局部不等式

例题 5.12 已知 x, y, z ∈ R+ 且 x2 + y2 + z2 = 1, 求证: x
1−x2 + y

1−y2 + z
1−z2 ≥ 3

√
3

2 .

例题 5.13 已知 0 ≤ a, b, c ≤ 1, 求证: a
bc+1 + b

ca+1 + c
ab+1 ≤ 2.
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利用函数的思想

例题 5.14 已知非负实数 a, b, c 满足 ab+ bc+ ca = 1, 求 f(a, b, c) = 1
a+b +

1
b+c +

1
c+a 的最小值.

例题 5.15 已知 a1, a2, · · · , an ∈ R+, 求证: a2
1

a2
+

a2
2

a3
+ · · ·+ a2

n−1

an
+

a2
n

a1
≥ a1 + a2 + · · ·+ an.
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5.3 A 组
练习 5.1 已知 0 < x < 1, a, b ∈ R+, 则 a2

x + b2

1−x 的最小值是 .

练习 5.2 已知 x ∈ R+, 则 x+ 1
x2 的最小值是 .

练习 5.3 已知 a, b, c ∈ R, 且 a2 + b2 + c2 = 1, ab + bc + ca 的最大值为 M , 最小值为 N , 则 MN =

.

练习 5.4 若不等式 −3 < x2+ax−1
x2−x+1 < 2 对所有实数 x 成立, 则 a 的取值范围是 .

练习 5.5 若不等式
√
2x+ 1 < x+ a 的解是 x > m, 则 m 的最小值是 .
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练习 5.6 ”a+b = 1”是”不等式 |x−a|+|x−b| < 8的解集是 {x | −2 < x < 6}”的
条件.

练习 5.7 若 a, b ∈ R+ 且 a + b = 1, 以下结论成立的有 . (1)
a4 + b4 ≥ 1

8 ; (2) 1
4 ≤ a3 + b3 < 1; (3) 1

a2 + 1
b2 ≥ 2

ab ; (4)
√
a+ 1

2 +
√
b+ 1

2 ≤ 2; (5) b+1
2 lg a <

√
b lg a.

练习 5.8 已知 0 < θ < π, 若 sin θ
2 (1 + cos θ) = 4

√
3

9 , 则 θ = .

练习 5.9 已知 x̄ = x1+x2+···+xn

n , p = (x1 − x̄)2 + (x2 − x̄)2 + · · · + (xn − x̄)2, q = (x1 − a)2 + (x2 −
a)2 + · · ·+ (xn − a)2, 若 a ̸= x̄, 则比较大小: p q .
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练习 5.10 已知 a > 0, b > 0 且 a ̸= b, m = aabb, n = abba, 则比较大小: m n .

练习 5.11 已知 n ∈ N+, 求证: 1 + 1
22 + · · ·+ 1

n2 ≥ 3n
2n+1 .

练习 5.12 已知 0 < a < 1, x2 + y = 0, 求证: loga(ax + ay) ≤ loga 2 + 1
8 .

练习 5.13 已知 x ∈ R, x ̸= 0, 求证: x
1−2x < x

2 .
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5.4 B 组
练习 5.14 已知 A = a sin2 x + b cos2 x, B = a cos2 x + b sin2 x(a, b, x ∈ R), 设 m = AB, n = ab,
P = A2 + B2, q = a2 + b2, 则下列结论成立的有 . (1) m ≥ n,
p ≥ q; (2) m ≤ n, p ≤ q; (3) m+ p ≥ n+ q; (4) m+ q ≥ n+ p.

练习 5.15 已知 a, b, c, d ∈ R, M = 4(a− b)(c− d), N = (a− b)(c− b)+ (d− a)(d− c)+ (c− d)(c− b)+

(a− b)(a− d), 则比较大小: M N (填 >、<、≥、≤) .

练习 5.16 若 a ̸= b, a, b ∈ R+,且 a <
√
3, b = a+3

a+1 ,将
√
3, a, b, a+b

2 从小到大排列为 .

练习 5.17 已知△ABC的三边长 a, b, c满足 b+c ≤ 2a, a+c ≤ 2b,则 b
a 的取值范围是 .
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练习 5.18 若实数 x, y满足 |x|+|y| ≤ 1,则 z = x2−xy+y2的最大值与最小值的和为 .

练习 5.19 设函数 f(x) =
√
2− x+

√
3x+ 12(x ∈ [−4, 2]), 则 f(x) 的值域是 .

练习 5.20 对 x1 > x2 > 0, 1 > a > 0, 记 y1 = x1

1+a + ax2

1+a , y2 = ax1

1+a + x2

1+a , 比较大小: x1x2

y1y2 .

练习 5.21 已知函数 y = a+sin x
1+cos x 的值域是 [− 4

3 ,+∞), 则实数 a 的值为 .
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练习 5.22 设 a ≤ b < c 是直角 △ABC 的三边长, 若不等式

1

a
+

1

b
+

1

c
≥ M

a+ b+ c

恒成立, 则 M 最大值为 .

练习 5.23 实系数方程 x2 + ax + 2b = 0 的一个根大于 0 且小于 1, 另一个根大于 1 且小于 2, 则 b−2
a−1

的取值范围是 .

练习 5.24 已知 a, b, c ∈ R+ 且满足 a+ b+ c ≥ abc, 求证: 下列三个式子中至少有两个成立:

6

a
+

3

b
+

2

c
≥ 2,

6

b
+

3

c
+

2

a
≥ 2,

6

c
+

3

a
+

2

b
≥ 2.
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练习 5.25 已知 a, b ∈ R 且 1
a + 1

b = 1, 求证: 对一切 n ∈ N+, (a+ b)n − an − bn ≥ 22n − 2n+1.

练习 5.26 已知 a, b, c ∈ R, 求证: c
a+b +

a
b+c +

b
c+a ≥ 3

2 .

练习 5.27 设 x, y, z 是 3 个不全为零的实数, 求 xy+2yz
x2+y2+z2 的最大值.
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5.5 C 组
练习 5.28 已知 a1, a2, b1, b2, c1, c2 ∈ R, a1c1−b21 = a2c2−b22 > 0, P = (a1−a2)(c1−c2), Q = (b1−b2)

2,
比较大小: P Q (填 >、<、≥、≤) .

练习 5.29 已知 x2 + y2 − xy = 1, 则 |x + y − 3| + |x + y + 2| 的最大值为 , 最小值为
.

练习 5.30 设实数 a, b, c, d 满足 a ≤ b ≤ c ≤ d 或者 a ≥ b ≥ c ≥ d, 比较大小: 4(a + c + d)(a + b + d)

(2a+ 3d+ c)(2a+ 2b+ c+ d) (填 >、<、≥、≤) .

练习 5.31 已知 xi ∈ R+, i = 1, 2, · · · , n且
∑n

i=1
1

1+xi
= 1,则 x1x2 · · ·xn的最小值为

(这里 n > 1) .
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练习 5.32 已知 x, y ∈ R, f(x, y) = x2+6y2−2xy−14x−6y+72的最小值为 .

练习 5.33 已知 0 ≤ ak ≤ 1(k = 1, 2, · · · , 2n), 记 a2n+1 = a1, a2n+2 = a2, 则
∑2n

k=1(ak − ak+1ak+2) 的
最大值为 .

练习 5.34 已知 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1,则 x
yz+1+

y
zx+1+

z
xy+1 的最大值为 .
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练习 5.35 已知 3
2 ≤ x ≤ 5, 求证: 2

√
x+ 1 +

√
2x− 3 +

√
15− 3x < 2

√
19.

练习 5.36 对于不全相等的正整数 a, b, c, 求证: a+b+c
3 ≥ 3

√
abc+ 10

27 .

练习 5.37 已知 ai > 0(i = 1, 2, · · · , n) 且
∑n

i=1 ai = 1, 又 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn, 求证:(
n∑

i=1

λiai

)(
n∑

i=1

ai
λi

)
≤ (λ1 + λn)

2

4λ1λn
.
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5.6 D 组
练习 5.38 设正实数 x, y, z 满足 x+ y + z = 1, 求证:

xy√
xy + yz

+
yz√

yz + xz
+

xz√
xz + xy

≤
√
2

2
.

练习 5.39 设整数 x1, x2, · · · , xn 与 y1, y2, · · · , ym 满足 1 < x1 < x2 < · · · < xn < y1 < y2 < · · · < ym,
x1 + x2 + · · ·+ xn > y1 + y2 + · · ·+ ym, 求证: x1x2 · · ·xn > y1y2 · · · ym.

练习 5.40 设 f(x) = x2 + a, 记 f1(x) = f(x), fn(x) = f(fn−1(x))(n = 2, 3, · · · ), M = {a ∈ R |
对所有正整数n, |fn(0)| ≤ 2}, 求证: M = [−2, 1

4 ].
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练习 5.41 给定正数 λ 和正整数 n(n ≥ 2), 求最小的正数 M(λ), 使得对于所有非负实数 x1, x2, · · · , xn,
有

M(λ)

(
n∑

k=1

xk

)n

≥
n∑

k=1

xn
k + λ

n∏
k=1

xk.

练习 5.42 已知 x, y, z ∈ R, 求证:

(xy + yz + zx)

[
1

(x+ y)2
+

1

(y + z)2
+

1

(z + x)2

]
≥ 9

4
.

练习 5.43 已知非负实数 a, b, c 满足 a+ b+ c = 1, 求证:

2 ⩽ (1− a2)2 + (1− b2)2 + (1− c2)2 ⩽ (1 + a)(1 + b)(1 + c),

并求出等号成立的条件.
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第六章 三角函数

6.1 基础知识
定义 6.1: 角的定义 一条射线绕着它的端点旋转得到的图形叫做角。若旋转方向为逆时针方向，则角为
正角；若旋转方向为顺时针方向，则角为负角；若不旋转则为零角，角的大小是任意的。

定义 6.2: 角度制与弧度制 角度制：把一周角 360 等分，每一等份为 1 度。弧度制：把等于半径长的
圆弧所对的圆心角叫做 1 弧度。换算关系：360◦ = 2π 弧度。若圆心角的弧长为 L，则其弧度数的绝对
值 |α| = L

r，其中 r 是圆的半径。

定义 6.3: 三角函数的定义 在直角坐标平面内，把角 α的顶点放在原点，始边与 x轴的正半轴重合，在
角的终边上任意取一个不同于原点的点 P，设它的坐标为 (x, y)，到原点的距离为 r，则定义：

正弦函数 sinα =
y

r
, 余弦函数 cosα =

x

r
,

正切函数 tanα =
y

x
, 余切函数 cotα =

x

y
,

正割函数 secα =
r

x
, 余割函数 cscα =

r

y
.
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定理 6.1: 同角三角函数的基本关系式 同角三角函数满足以下基本关系：

1. 倒数关系：tanα = 1
cot α，sinα = 1

csc α，cosα = 1
sec α；

2. 商数关系：tanα = sin α
cos α，cotα = cos α

sin α；

3. 乘积关系：tanα · cosα = sinα，cotα · sinα = cosα；

4. 平方关系：sin2 α+ cos2 α = 1，tan2 α+ 1 = sec2 α，cot2 α+ 1 = csc2 α。

定理 6.2: 三角函数诱导公式 三角函数诱导公式遵循“奇变偶不变，符号看象限”原则，核心公式如下：

1. sin(α+ π) = − sinα，cos(π + α) = − cosα，tan(π + α) = tanα，cot(π + α) = cotα；

2. sin(−α) = − sinα，cos(−α) = cosα，tan(−α) = − tanα，cot(−α) = − cotα；

3. sin(π − α) = sinα，cos(π − α) = − cosα，tan(π − α) = − tanα，cot(π − α) = − cotα；

4. sin
(
π
2 − α

)
= cosα，cos

(
π
2 − α

)
= sinα，tan

(
π
2 − α

)
= cotα。
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定理 6.3: 正弦函数的性质 正弦函数 y = sinx (x ∈ R) 具有以下性质：

1. 单调性：在区间
[
2kπ − π

2 , 2kπ + π
2

]
上为增函数，在区间

[
2kπ + π

2 , 2kπ + 3π
2

]
上为减函数；

2. 周期性：最小正周期为 2π；

3. 奇偶性：奇函数；

4. 有界性：值域为 [−1, 1]，当且仅当 x = 2kπ + π
2 时取最大值 1，当且仅当 x = 2kπ − π

2 时取最小
值-1；

5. 对称性：直线 x = kπ + π
2 均为其对称轴，点 (kπ, 0) 均为其对称中心，其中 k ∈ Z。

定理 6.4: 余弦函数的性质 余弦函数 y = cosx (x ∈ R) 具有以下性质：

1. 单调性：在区间 [2kπ, 2kπ + π] 上单调递减，在区间 [2kπ − π, 2kπ] 上单调递增；

2. 周期性：最小正周期为 2π；

3. 奇偶性：偶函数；

4. 有界性：值域为 [−1, 1]，当且仅当 x = 2kπ 时取最大值 1，当且仅当 x = 2kπ − π 时取最小值-1；

5. 对称性：直线 x = kπ 均为其对称轴，点
(
kπ + π

2 , 0
)
均为其对称中心，其中 k ∈ Z。

104



第六章 三角函数 CQFLS 强基数学

定理 6.5: 正切函数的性质 正切函数 y = tanx
(
x ̸= kπ + π

2 , k ∈ Z
)
具有以下性质：

1. 单调性：在开区间
(
kπ − π

2 , kπ + π
2

)
上为增函数；

2. 周期性：最小正周期为 π；

3. 奇偶性：奇函数；

4. 值域：(−∞,+∞)；

5. 对称性：点 (kπ, 0)、
(
kπ + π

2 , 0
)
均为其对称中心，其中 k ∈ Z。

定理 6.6: 三角函数的图象变换 y = sinx 的图象经过以下变换可得到 y = A sin(ωx+ φ) (ω, φ > 0, |A|
为振幅) 的图象：

1. 上下平移：y = sinx+ k，k > 0 向上平移，k < 0 向下平移；

2. 左右平移（相位变换）：y = sin(x+ φ)，φ > 0 向左平移 φ 个单位，φ < 0 向右平移 |φ| 个单位；

3. 周期变换：纵坐标不变，横坐标变为原来的 1
ω，得到 y = sinωx 的图象；

4. 振幅变换：横坐标不变，纵坐标变为原来的 A 倍，得到 y = A sinx 的图象。

注：y = A sin(ωx+ φ) 的图象向右平移 φ
ω 个单位得到 y = A sinωx 的图象。
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定理 6.7: 两角和与差的基本公式 两角和与差的三角函数满足以下基本关系式：

cos(α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sinβ,

sin(α± β) = sinα cosβ ± cosα sinβ,

tan(α± β) =
tanα± tanβ

1∓ tanα tanβ
.

定理 6.8: 和差化积与积化和差公式 三角函数的和差化积公式：

sinα+ sinβ = 2 sin
(
α+ β

2

)
cos
(
α− β

2

)
,

sinα− sinβ = 2 sin
(
α− β

2

)
cos
(
α+ β

2

)
,

cosα+ cosβ = 2 cos
(
α+ β

2

)
cos
(
α− β

2

)
,

cosα− cosβ = −2 sin
(
α+ β

2

)
sin
(
α− β

2

)
.

三角函数的积化和差公式：

sinα cosβ =
1

2
[sin(α+ β) + sin(α− β)], cosα sinβ =

1

2
[sin(α+ β)− sin(α− β)],

cosα cosβ =
1

2
[cos(α+ β) + cos(α− β)], sinα sinβ = −1

2
[cos(α+ β)− cos(α− β)].
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定理 6.9: 倍角公式 三角函数的二倍角公式如下：

sin 2α = 2 sinα cosα,

cos 2α = cos2 α− sin2 α = 2 cos2 α− 1 = 1− 2 sin2 α,

tan 2α =
2 tanα

1− tan2 α
.

定理 6.10: 半角公式 三角函数的半角公式如下：

sin
(α
2

)
= ±

√
1− cosα

2
, cos

(α
2

)
= ±

√
1 + cosα

2
,

tan
(α
2

)
= ±

√
1− cosα
1 + cosα =

sinα

1 + cosα =
1− cosα

sinα
.
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定理 6.11: 万能公式 三角函数的万能公式（令 t = tan α
2）如下：

sinα =
2t

1 + t2
, cosα =

1− t2

1 + t2
, tanα =

2t

1− t2
.

定理 6.12: 辅助角公式 如果 a, b 是实数且 a2 + b2 ̸= 0，取始边在 x 轴正半轴，终边经过点 (a, b) 的一
个角为 β，则 sinβ = b√

a2+b2
，cosβ = a√

a2+b2
，对任意的角 α，有：

a sinα+ b cosα =
√
a2 + b2 sin(α+ β).

定理 6.13: 正弦定理 在任意 △ABC 中，有：

a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC
= 2R,

其中 a, b, c 分别是角 A,B,C 的对边，R 为 △ABC 外接圆半径。

定理 6.14: 余弦定理 在任意 △ABC 中，有：

a2 = b2 + c2 − 2bc cosA,

其中 a, b, c 分别是角 A,B,C 的对边。

定理 6.15: 基本三角不等式 若 x ∈
(
0, π

2

)
，则 sinx < x < tanx。
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定义 6.4: 反三角函数 反三角函数的定义如下：

1. 反正弦函数：函数 y = sinx
(
x ∈

[
−π

2 ,
π
2

])
的反函数，记作 y = arcsinx (x ∈ [−1, 1])；

2. 反余弦函数：函数 y = cosx (x ∈ [0, π]) 的反函数，记作 y = arccosx (x ∈ [−1, 1])；

3. 反正切函数：函数 y = tanx
(
x ∈

(
−π

2 ,
π
2

))
的反函数，记作 y = arctanx (x ∈ (−∞,+∞))；

4. 反余切函数：函数 y = cotx (x ∈ (0, π)) 的反函数，记作 y = arccotx (x ∈ (−∞,+∞))。

定理 6.16: 三角方程的解集 三角方程的基本解集如下（k ∈ Z）：

1. 若 a ∈ (−1, 1)，方程 sinx = a 的解集是 {x | x = nπ + (−1)n arcsin a, n ∈ Z}；

2. 若 a ∈ (−1, 1)，方程 cosx = a 的解集是 {x | x = 2kπ ± arccos a, k ∈ Z}；

3. 若 a ∈ R，方程 tanx = a 的解集是 {x | x = kπ + arctan a, k ∈ Z}。

恒等式：arcsin a+ arccos a = π
2，arctan a+ arccot a = π

2。
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6.2 方法与例题

6.2.1 三角函数性质的应用

例题 6.1 设 x ∈ (0, π)，试比较 cos(sinx) 与 sin(cosx) 的大小。

例题 6.2 已知 α, β 为锐角，且 x ·
(
α+ β − π

2

)
> 0，求证：

(
cos α
sin β

)x
+
(

cos β
sin α

)x
< 2。

6.2.2 最小正周期的确定

例题 6.3 求函数 y = sin(2 cos |x|) 的最小正周期。
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6.2.3 换元法的使用

例题 6.4 求 y = sin x cos x
1+sin x+cos x 的值域。

例题 6.5 已知 a0 = 1，an =

√
1+a2

n−1−1

an−1
(n ∈ N+)，求证 an > π

2n+2。

6.2.4 三角最值问题

例题 6.6 已知函数 y = sinx+
√
1 + cos2 x，求函数的最大值与最小值。
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例题 6.7 设 0 < θ < π，求 sin θ
2 (1 + cos θ) 的最大值。

例题 6.8 函数 y = 2−sin x
2−cos x 的值域为 。

例题 6.9 若 A,B,C 为 △ABC 三个内角，试求 sinA+ sinB + sinC 的最大值。
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6.2.5 三角公式的应用

例题 6.10 已知 sin(α− β) = 5
13，sin(α+ β) = − 5

13，且 α− β ∈
(
π
2 , π

)
，α+ β ∈

(
3π
2 , 2π

)
，求 sin 2α、

cos 2β 的值。

例题 6.11 已知 △ABC 的三个内角 A,B,C 成等差数列，且 1
cos A + 1

cos C = −
√
2

cos B，试求 cos A−C
2 的

值。

例题 6.12 求值：tan 20◦ + 4 cos 70◦。
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6.3 A 组
练习 6.1 已知锐角 α的终边上一点A的坐标为 (2 sin 3,−2 cos 3)，则 α的弧度数为 。

练习 6.2 适合
√

1+cos x
1−cos x +

√
1−cos x
1+cos x = −2 cscx 的角的集合为 。

练习 6.3 给出下列命题：(1) 若 α ̸= β，则 sinα ̸= sinβ；(2) 若 sinα ̸= sinβ，则 α ̸= β；(3) 若
sinα > 0，则 α 为第一或二象限角；(4) 若 α 为第一或第二象限角，则 sinα > 0。上述四个命题中，正
确的命题有 个。

练习 6.4 已知 sinx+ cosx = 1
5 (x ∈ (0, π))，则 cotx = 。

练习 6.5 简谐振动 x1 = A sin
(
ωt+ π

3

)
和 x2 = B sin

(
ωt− π

6

)
叠加后得到的合振动是 x = 。
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练习 6.6 已知 3 sinx − 4 cosx = 5 sin(x + θ1) = 5 sin(x − θ2) = 5 cos(x + θ3) = 5 cos(x − θ4)，则
θ1, θ2, θ3, θ4 分别是第 象限角。
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练习 6.7 已知 α, β ∈ (0, π)，tan α
2 = 1

2，sin(α+ β) = 5
13，求 cosβ 的值。
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6.4 B 组
练习 6.8 已知一扇形中心角是 α，所在圆半径为 R，若其周长为定值 c(c > 0)，当扇形面积最大时，α =

。

练习 6.9 函数 f(x) = 2 sinx(sinx+ cosx) 的单调递减区间是 。

练习 6.10 方程 2 sin
(
2x+ π

6

)
− lgx = 0 的实根个数为 。

练习 6.11 若 sinα+ cosα = tanα，α ∈
(
0, π

2

)
，则 π

3 α（填 >、<、=）。

练习 6.12 计算： sin 7◦+cos 15◦ sin 8◦

cos 7◦−sin 15◦ sin 8◦ = 。

练习 6.13 若 0 < y ≤ x < π
2 且 tanx = 3 tan y，则 x− y 的最大值为 。

练习 6.14 已知 f(x) =

(
1

2

)A sin( k
5 x+

π
3 )

(kA ̸= 0，k ∈ Z，且 A ∈ R)，(1) 试求 f(x) 的最大值和最小

值；(2) 若 A > 0，k = −1，求 f(x) 的单调区间；(3) 试求最小正整数 k，使得当 x 在任意两个整数
（包括整数本身）间变化时，函数 f(x) 至少取得一次最大值和一次最小值.
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6.5 C 组
练习 6.15 满足 sin(sinx+ x) = cos(cosx− x) 的锐角 x 共有 个。

练习 6.16 已知 3π
2 < x < 2π，则

√
1
2 + 1

2

√
1
2 + 1

2 cosx = 。

练习 6.17 解方程：sinx+ 2 sin 2x = 3 + sin 3x。

练习 6.18 计算： cos 40◦+sin 50◦(1+
√
3 tan 10◦)

sin 70◦
√
1+cos 40◦ = 。
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练习 6.19 计算：cot 15◦ cot 25◦ cot 35◦ cot 85◦ = 。

练习 6.20 计算：cos2 71◦ + cos 71◦ cos 49◦ + cos2 49◦ = 。

练习 6.21 计算：(1 + tan 1◦) (1 + tan 2◦) · · · (1 + tan 44◦) (1 + tan 45◦) = 。

练习 6.22 计算：cos π
11 · cos 2π

11 · cos 3π
11 · cos 4π

11 · cos 5π
11 = 。
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练习 6.23 若 x, y ∈ R，则 z = cosx2 + cos y2 − cosxy 的取值范围是 。

练习 6.24 若 x, y ∈ R，则 M = cosx+ cos y + 2 cos(x+ y) 的最小值为 。

练习 6.25 若 0 < θ < π
2，m ∈ N+，比较大小：(2m+ 1) sinm θ(1− sin θ) 1− sin2m+1 θ（填 >、

<、=）。
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练习 6.26 在方程组


sinx+ sin y = a

cosx+ cos y = b

cotx · cot y = c

中消去 x, y，求出关于 a, b, c 的关系式。

练习 6.27 已知 α, β, γ ∈
(
0, π

2

)
且 cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1，求 tanα tanβ tan γ 的最小值。

练习 6.28 求满足等式 sinxy = sinx+ sin y 的所有实数对 (x, y)，x, y ∈
(
0, π

2

)
。
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练习 6.29 f(θ) = 5 + 8 cos θ + 4 cos 2θ + cos 3θ 的最小值为 。

练习 6.30 关于 x, y 的方程组


x sin 3α+ y sinα = a

x sin 3β + y sinβ = a

x sin 3γ + y sin γ = a

有唯一一组解，

且 sinα, sinβ, sin γ 互不相等，求 sinα+ sinβ + sin γ 的值。
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6.6 D 组
练习 6.31 若 x ∈

[
− 5π

12 ,−
π
3

]
，则 y = tan

(
x+ 2π

3

)
−tan

(
x+ π

6

)
+cos

(
x+ π

6

)
的最大值是 。

练习 6.32 设 f(x) = x2 − πx，α = arcsin 1
3，β = arctan 5

4，γ = arccos
(
− 1

3

)
，δ = arccot

(
− 5

4

)
，将

f(α), f(β), f(γ), f(δ) 从小到大排列为 。

练习 6.33 已知 α1, α2, · · · , αn 是 n个实常数，考虑关于 x的函数：f(x) = cos(α1+x)+ 1
2 cos(α2+x)+

· · ·+ 1
2n−1 cos(αn+x)。求证：若实数 x1, x2 满足 f(x1) = f(x2) = 0，则存在整数 m，使得 x2−x1 = mπ。
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练习 6.34 求实数 a 的取值范围，使得对任意实数 x 和任意 θ ∈
[
0, π

2

]
，恒有 (x+ 3 + 2 sin θ cos θ)2 +

(x+ a sin θ + a cos θ)2 ≥ 1
8。

练习 6.35 已知 sinx + sin y + sin z = cosx + cos y + cos z = 0，则 cos2 x + cos2 y + cos2 z =

。

练习 6.36 在 △ABC 中，已知 sin A+sin B+sin C
cos A+cos B+cos C =

√
3，求证：此三角形中有一个内角为 π

3。
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练习 6.37 已知 α, β, γ 为锐角，且 cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1，求证： 3π
4 < α+ β + γ < π。

练习 6.38 在锐角 △ABC 中，sinA+ sinB + sinC 的取值范围是 。

练习 6.39 在 △ABC 中，求 sinA+ sinB + sinC − cosA− cosB − cosC 的最大值。
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练习 6.40 已知 x > 0，y > 0，且 x+y < π，求证：w(w−1) sin(x+y)+w(sinx−sin y)+sin y > 0 (w ∈ R)。

练习 6.41 设 x1, x2, · · · , xn, · · · , y1, y2, · · · , yn, · · ·满足 x1 = y1 =
√
3，xn+1 = xn+

√
1 + x2

n，yn+1 =
yn

1+
√

1+y2
n

，求证：2 < xnyn < 3 (n ≥ 2)。
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练习 6.42 在锐角 △ABC 中，cosA = cosα sinβ，cosB = cosβ sin γ，cosC = cos γ sinα，则 tanα ·
tanβ · tan γ = 。
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第六章 三角函数 CQFLS 强基数学

6.7 E 组
练习 6.43 求证：对任意自然数 n，均有 | sin 1|+ | sin 2|+ · · ·+ | sin(3n− 1)|+ | sin 3n| > 8n

5 。

练习 6.44 已知 α 为锐角，n ≥ 2，n ∈ N+，求证：
(

1
sinn α − 1

) (
1

cosn α − 1
)
≥ 2n − 2

n
2 +1 + 1。

练习 6.45 设 n,m 都是正整数，并且 n > m，求证：对一切 x ∈
(
0, π

2

)
，都有 2| sinn x − cosn x| ≤

3| sinm x− cosm x|。
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练习 6.46 求所有的实数 α，使 cosα, cos 2α, cos 4α, · · · , cos 2nα, · · · 中的每一项均为负数。

练习 6.47 已知 θi ∈
(
0, π

2

)
，tan θ1 tan θ2 · · · tan θn = 2

n
2，n ∈ N+，若对任意一组满足上述条件的

θ1, θ2, · · · , θn 都有 cos θ1 + cos θ2 + · · ·+ cos θn ≤ λ，求 λ 的最小值。
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第七章 解三角形

7.1 基础知识

在本章中约定：用 A,B,C 分别表示 △ABC 的三个内角，a, b, c 分别表示它们所对的各边长，p =
a+b+c

2 为半周长，R 为 △ABC 外接圆半径。

定理 7.1: 正弦定理 在任意 △ABC 中，有：

a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC
= 2R

定理 7.2: 正弦定理的推论 正弦定理有以下常用推论：

1. △ABC 的面积为 S△ABC = 1
2ab sinC = 1

2bc sinA = 1
2ca sinB；

2. 射影定理：在 △ABC 中，有 b cosC + c cosB = a；

3. 在 △ABC 中，若 A+B = θ，角 α 满足 a
sin α = b

sin(θ−α)，则 α = A。
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定理 7.3: 余弦定理 在任意 △ABC 中，有：

a2 = b2 + c2 − 2bc cosA ⇐⇒ cosA =
b2 + c2 − a2

2bc

同理可得：b2 = a2 + c2 − 2ac cosB，c2 = a2 + b2 − 2ab cosC。

定理 7.4: 海伦公式 在任意 △ABC 中，面积可表示为：

S△ABC =
√
p(p− a)(p− b)(p− c)

其中 p = a+b+c
2 为三角形半周长。
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定理 7.5: 斯特瓦特定理 在 △ABC 中，D 是 BC 边上任意一点，BD = p，DC = q，则：

AD2 =
b2p+ c2q

p+ q
− pq

定理 7.6: 中线长公式 若 D 为 BC 中点，即 p = q，则 BC 边上的中线长为：

AD =

√
2b2 + 2c2 − a2

2
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第七章 解三角形 CQFLS 强基数学

7.2 方法与例题

7.2.1 面积法
例题 7.1 （共线关系的张角公式）如图所示，从 O 点发出的三条射线满足 ∠POQ = α，∠QOR = β，
另外 OP,OQ,OR 的长分别为 u,w, v，这里 α, β, α+ β ∈ (0, π)，求证：P,Q,R 共线的充要条件是

sinβ

u
+

sinα

v
=

sin(α+ β)

w
.

7.2.2 切线长换元

例题 7.2 在 △ABC 中，求证：a2(b+ c− a) + b2(c+ a− b) + c2(a+ b− c) ≤ 3abc。
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7.2.3 三角换元

例题 7.3 设 a, b, c ∈ R+ 且 abc+ a+ c = b，试求 P = 2
a2+1 − 2

b2+1 + 3
c2+1 的最大值。

例题 7.4 在 △ABC 中，若 a+ b+ c = 1，求证：a2 + b2 + c2 + 4abc < 1
2。
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7.3 A 组
练习 7.1 在 △ABC 中，”a > b” 是”sinA > sinB” 的 条件。

练习 7.2 在△ABC中，边AB为最长边，且 sinA sinB = 2−
√
3

4 ，则 cosA cosB的最大值为 。

练习 7.3 在 △ABC 中，若 AB = 1，BC = 2，则 ∠C 的取值范围是 。

练习 7.4 在△ABC 中，3 sinA+4 cosB = 6，3 cosA+4 sinB = 1，则 ∠C = 。

练习 7.5 在 △ABC 中，sinA = 3
5，cosB = 5

13，则 cosC = 。
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练习 7.6 在△ABC中，sinA+cosA > 0，tanA−sinA < 0，则角A的取值范围是 。

练习 7.7 在 △ABC 中，若 sinC = 2 cosA sinB，则三角形形状是 。

练习 7.8 在 △ABC 中，tanA · tanB > 1，则 △ABC 为 角三角形。
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练习 7.9 已知锐角 △ABC 的外心为 D，过 A,B,D 三点作圆，分别与 AC,BC 相交于 M,N 两点。
求证：△MNC 的外接圆半径等于 △ABD 的外接圆半径。

练习 7.10 在 △ABC 中，a = 4，b+ c = 5，tanC + tanB +
√
3 =

√
3 tanC tanB，则 △ABC 的面

积为 。

练习 7.11 在 △ABC 中，” 三边 a, b, c 成等差数列” 是”tan A
2 · tan C

2 = 1
3” 的 条件。

练习 7.12 三角形有一个角是 60◦，夹这个角的两边之比是 8 : 5，内切圆的面积是 12π，求这个三角形
的面积。

练习 7.13 已知 △ABC 中，sinC = sin A+sin B
cos A+cos B，试判断其形状。
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7.4 B 组
练习 7.14 在△ABC中，若 tanA = 1

2，tanB = 1
3，且最长边长为 1，则最短边长为 。

练习 7.15 已知 n ∈ N+，则以 3,5,n 为三边长的钝角三角形有 个。

练习 7.16 若 A 为 △ABC 的内角，比较大小：cot A
8 − cotA 0。

练习 7.17 若 △ABC 满足 a cosA = b cosB，则 △ABC 的形状为 。
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练习 7.18 满足 A = 60◦，a =
√
6，b = 4 的三角形有 个。

练习 7.19 关于 θ 的方程 a cos2 θ
2 + sin2 θ

2 − cos2 θ
2 − a sin2 θ

2 = a + 1 有解，则 a 的取值范围是
。
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7.5 C 组
练习 7.20 已知 p, q ∈ R+，p+ q = 1，比较大小：p sin2 A+ q sin2 B pq sin2 C。

练习 7.21 在 △ABC 中，若 sin 2A+ sin 2B + sin 2C = 4 sinA sinB sinC，则 △ABC 为 角三
角形。

练习 7.22 A,B,C 是一段笔直公路上的三点，分别在塔 D 的西南方向、正西方向、西偏北 30° 方向，
且 AB = BC = 1 km，求塔与公路 AC 段的最近距离。
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练习 7.23 求方程 x
√
y − 1 + y

√
x− 1 = xy 的实数解。

练习 7.24 在 △ABC 中，b2 = ac，则 sinB + cosB 的取值范围是 。

练习 7.25 在 △ABC 中，若 sinB
sin C = cos A+2 cos C

cos A+2 cos B，则 △ABC 的形状为 。
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练习 7.26 在△ABC中，若 c−a等于AC边上的高 h，则 sin C−A
2 +cos A+C

2 = 。

练习 7.27 对任意的 △ABC，T ≤ cot A
2 + cot B

2 + cot C
2 − (cotA+ cotB + cotC)，则 T 的最大值为

。

练习 7.28 在 △ABC 中，sin A
2 sinB sinC 的最大值为 。
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练习 7.29 在△ABC中，A ≥ B ≥ C ≥ π
6，则乘积 cos A

2 sin B
2 cos C

2 的最大值为 ，
最小值为 。

练习 7.30 求证： 1
3 < sin 20◦ < 7

20。
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第八章 平面向量

8.1 基础知识
定义 8.1: 向量的定义 既有大小又有方向的量，称为向量。画图时用有向线段来表示，线段的长度表示
向量的模。模为零的向量称为零向量，规定零向量的方向是任意的；模为 1 的向量称为单位向量。

定义 8.2: 平行向量（共线向量） 方向相同或相反的向量称为平行向量（或共线向量），规定零向量与
任意一个非零向量平行，向量可以自由平移。

定理 8.1: 向量共线的充要条件 非零向量 a, b 共线的充要条件是存在实数 λ ̸= 0，使得 a = λb。

定理 8.2: 向量的运算法则 向量的加法满足平行四边形法则，减法满足三角形法则；加法和减法都满足
交换律和结合律。
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定理 8.3: 平面向量基本定理 若平面内的向量 a, b不共线，则对同一平面内任意向量 c，存在唯一一对
实数 x, y，使得 c = xa+ yb，其中 a, b 称为平面内的一组基底。

定义 8.3: 向量的坐标 在直角坐标系中，取与 x 轴、y 轴方向相同的两个单位向量 i, j 作为基底，任取
一个向量 c，由平面向量基本定理可知存在唯一一组实数 x, y，使得 c = xi+ yj，则 (x, y) 叫做向量 c

的坐标。

定义 8.4: 向量的数量积 若非零向量 a, b 的夹角为 θ，则 a, b 的数量积记作 a · b = |a| · |b| cos θ =

|a| · |b| cos⟨a, b⟩，也称内积，其中 |b| cos θ 叫做 b 在 a 上的投影。
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定理 8.4: 平面向量的坐标运算 若 a = (x1, y1)，b = (x2, y2)，则有以下运算规则：

1. a+ b = (x1 + x2, y1 + y2)，a− b = (x1 − x2, y1 − y2)；

2. λa = (λx1, λy1)，a · (b+ c) = a · b+ a · c；

3. a · b = x1x2 + y1y2，cos⟨a, b⟩ = x1x2+y1y2√
x2
1+y2

1 ·
√

x2
2+y2

2

(a, b ̸= 0)；

4. a ∥ b ⇔ x1y2 = x2y1，a ⊥ b ⇔ x1x2 + y1y2 = 0。

定义 8.5: 定比分点 若点 P 是直线 P1P2 上异于 P1, P2 的一点，则存在唯一实数 λ，使
−−→
P1P = λ

−−→
PP2，

λ 叫做 P 分
−−−→
P1P2 所成的比。若 O 为平面内任意一点，则

−−→
OP =

−−→
OP1+λ

−−→
OP2

1+λ ；若 P1, P, P2 的坐标分别
为 (x1, y1)、(x, y)、(x2, y2)，则定比分点坐标公式为：

x =
x1 + λx2

1 + λ

y =
y1 + λy2
1 + λ

, λ =
x− x1

x2 − x
=

y − y1
y2 − y
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定理 8.5: 向量不等式 对于任意向量 a = (x1, y1)，b = (x2, y2)，有 |a·b| ⩽ |a|·|b|，并且 |a+b| ⩽ |a|+|b|。
推广 1（柯西不等式）：对 n 维向量 a = (x1, x2, · · · , xn)，b = (y1, y2, · · · , yn)，有

(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n)(y

2
1 + y22 + · · ·+ y2n) ⩾ (x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn)

2

推广 2（三角不等式）：对于任意 n 个向量 a1,a2, · · · ,an，有

|a1 + a2 + · · ·+ an| ⩽ |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|
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8.2 方法与例题

8.2.1 向量定义和运算法则的运用

例题 8.1 设 O 是正 n 边形 A1A2 · · ·An 的中心，求证：
−−→
OA1 +

−−→
OA2 + · · ·+

−−→
OAn = 0⃗。

例题 8.2 给定 △ABC，求证：G 是 △ABC 重心的充要条件是
−→
GA+

−−→
GB +

−−→
GC = 0⃗。

例题 8.3 在凸四边形 ABCD 中，P 和 Q 分别为对角线 BD 和 AC 的中点，求证：

AB2 +BC2 + CD2 +DA2 = AC2 +BD2 + 4PQ2
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8.2.2 证明共线

例题 8.4 △ABC 外心为 O，垂心为 H，重心为 G。求证：O,G,H 共线，且 OG : GH = 1 : 2。

例题 8.5 已知 △ABC 内接于 ⊙O，AB = AC，D 为 AB 中点，E 为 △ACD 重心。求证：OE ⊥ CD。

8.2.3 向量的坐标运算
例题 8.6 已知四边形 ABCD 是正方形，BE ∥ AC，AC = CE，EC 的延长线交 BA 的延长线于点
F，求证：AF = AE。
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8.3 A 组
练习 8.1 以下命题中正确的是 。
(1) a = b 的充要条件是 |a| = |b|，且 a ∥ b；
(2) (a · b) · c = (a · c) · b；
(3) 若 a · b = a · c，则 b = c；
(4) 若 a, b 不共线，则 xa+ yb = ma+ nb 的充要条件是 x = m，y = n；
(5) 若 −−→

AB = a，
−−→
CD = b，且 a, b 共线，则 A,B,C,D 共线；

(6) a = (8, 1) 在 b = (−3, 4) 上的投影为 −4。

练习 8.2 已知正六边形 ABCDEF，在下列表达式中：
(1) −−→

BC +
−−→
CD +

−−→
EC；

(2) 2
−−→
BC +

−−→
DC；

(3) −−→
FE +

−−→
ED；

(4) 2
−−→
ED −

−→
FA

与
−→
AC 相等的有 。

练习 8.3 设 s, t为非零实数，a, b为单位向量，若 |sa+tb| = |ta−sb|，则 a和 b的夹角为 。

练习 8.4 已知 a, b 不共线，
−−→
MN = a + kb，

−−→
MP = la + b，则”kl − 1 = 0” 是”M,N,P 共线” 的

条件。
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练习 8.5 已知 −→
OA,

−−→
OB 不共线，点 C 分

−−→
AB 所成比为 2:1，−−→

OC = λ
−→
OA + µ

−−→
OB，则 λ − µ =

。

练习 8.6 把函数 y = 2x2− 4x+5的图象按向量 a平移后得到 y = 2x2 的图象，c = (1,−1)，若 a ⊥ b，
c · b = 4，则 b 的坐标为 。
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练习 8.7 已知 −→
OA = a，

−−→
OB = b，a · b = |a − b| = 2，当 △AOB 面积最大时，a 与 b 的夹角为
。

练习 8.8 在 Rt△BAC 中，已知 BC = a，若长为 2a 的线段 PQ 以点 A 为中点，试问
−−→
PQ 与

−−→
BC 的

夹角 θ 取何值时
−−→
BP ·

−−→
CQ 的值最大？并求出这个最大值。

练习 8.9 在四边形 ABCD 中，
−−→
AB = a，

−−→
BC = b，

−−→
CD = c，

−−→
DA = d，如果 a ·b = b ·c = c ·d = d ·a，

试判断四边形 ABCD 的形状。
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8.4 B 组
练习 8.10 在△ABC 中，

−−→
AB = a，

−−→
BC = b，且 a·b < 0，则△ABC 的形状是 。

练习 8.11 若 O 为 △ABC 的内心，且 (
−−→
OB −

−−→
OC) · (

−−→
OB +

−−→
OC − 2

−→
OA) = 0，则 △ABC 的形状为

。

练习 8.12 设 O 点在 △ABC 内部，且
−→
OA + 2

−−→
OB + 3

−−→
OC = 0⃗，则 △AOB 与 △AOC 的面积比为

。

练习 8.13 P 是 △ABC 所在平面上一点，若
−→
PA ·

−−→
PB =

−−→
PB ·

−−→
PC =

−−→
PC ·

−→
PA，则 P 是 △ABC 的

心。

练习 8.14 已知 −−→
OP = (cos θ, sin θ)，

−−→
OQ = (1 + sin θ, 1 + cos θ) (θ ∈ [0, π])，则 |

−−→
PQ| 的取值范围是

。
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练习 8.15 已知 a = (2, 1)，b = (λ, 1)，若 a与 b的夹角为锐角，则 λ的取值范围是 。

练习 8.16 在 △ABC 中，O 为中线 AM 上的一个动点，若 AM = 2，则
−→
OA · (

−−→
OB +

−−→
OC) 的最小值

为 。

练习 8.17 已知集合M = {a | a = (1, 2)+λ(3, 4), λ ∈ R}，集合N = {a | a = (−2,−2)+λ(4, 5), λ ∈ R}，
则 M ∩N = 。

练习 8.18 已知平面上三个向量 a, b, c均为单位向量，且两两的夹角均为 120◦，若 |ka+b+c| > 1 (k ∈
R)，则 k 的取值范围是 。

练习 8.19 对于非零向量 a, b，”|a| = |b|” 是”(a+ b) ⊥ (a− b)” 的 条件。
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8.5 C 组
练习 8.20 已知 a = y−x，b = 2x−y，|a| = |b| = 1，a·b = 0，则 |x|+|y| = 。

练习 8.21 在 △ABC 中，M 是 AC 中点，N 是 AB 的三等分点，且
−−→
BN = 2

−−→
NA，BM 与 CN 交于

D，若
−−→
BD = λ

−−→
BM，则 λ = 。

练习 8.22 将向量 a = (2, 1)绕原点按逆时针方向旋转 π
4 得到向量 b，则 b的坐标为 。

练习 8.23 非零向量 −→
OA = a，

−−→
OB = b，若点 B 关于

−→
OA 所在直线对称的点为 B1，则

−−→
OB1 =

。
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练习 8.24 已知 P 为 △ABC 内一点，且
−→
PA+2

−−→
PB+3

−−→
PC = 0⃗，CP 交 AB 于 D，求证：

−−→
DP =

−−→
PC。

练习 8.25 P 为 △ABC 内心，角 A,B,C 所对边长分别为 a, b, c，O 为平面内任意一点，
−→
OA = x，

−−→
OB = y，

−−→
OC = z，则

−−→
OP = （用 a, b, c,x,y, z 表示）。

练习 8.26 O为△ABC 所在平面内一点，A,B,C 为△ABC 的角，若 sinA·
−→
OA+sinB·

−−→
OB+sinC·

−−→
OC =

0⃗，则点 O 为 △ABC 的 心。
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练习 8.27 点 O 是平面上一定点，A,B,C 是此平面上不共线的三个点，动点 P 满足
−−→
OP =

−→
OA +

λ
( −−→

AB

|
−−→
AB|

+
−→
AC

|
−→
AC|

)
，λ ∈ [0,+∞)，则点 P 的轨迹一定通过 △ABC 的 心。

练习 8.28 设 G 为 △ABO 的重心，过 G 的直线与边 OA 和 OB 分别交于 P 和 Q，已知
−−→
OP = x

−→
OA，

−−→
OQ = y

−−→
OB，△OAB 与 △OPQ 的面积分别为 S 和 T。(1) 求 y = f(x) 的解析式及定义域；(2) 求 T

S

的取值范围。

练习 8.29 已知两点 M(−1, 0)，N(1, 0)，有一点 P 使得
−−→
MP ·

−−→
MN，

−−→
PM ·

−−→
PN，

−−→
NM ·

−−→
NP 成公差小

于零的等差数列。(1) 试问点 P 的轨迹是什么？(2) 若点 P 坐标为 (x0, y0)，θ 为
−−→
PM 与

−−→
PN 的夹角，

求 tan θ。
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练习 8.30 平面内四点 A,B,C,D 满足 |
−−→
AB| = 3，|

−−→
BC| = 7，|

−−→
CD| = 11，|

−−→
DA| = 9，则

−→
AC ·

−−→
BD 的

取值有 个。

练习 8.31 已知 A1A2A3A4A5 是半径为 r 的 ⊙O 内接正五边形，P 为 ⊙O 上任意一点，则 |
−−→
PA1|2 +

|
−−→
PA2|2 + |

−−→
PA3|2 + |

−−→
PA4|2 + |

−−→
PA5|2 取值的集合是 。

练习 8.32 在 △ABC 中，
−−→
AB = a，

−−→
BC = c，

−→
CA = b，又 (c ·b) : (b ·a) : (a · c) = 1 : 2 : 3，则 △ABC

三边长之比 |a| : |b| : |c| = 。
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练习 8.33 在矩形 ABCD 的外接圆的弧 ÂB 上取一个不同于顶点 A,B 的点 M，点 P,Q,R, S 是 M

分别在直线 AD,AB,BC,CD 上的射影，求证：直线 PQ 与 RS 互相垂直。

练习 8.34 已知 AC,CE 是正六边形 ABCDEF 的两条对角线，点 M,N 分别内分 AC,CE，使得
AM : AC = CN : CE = r，如果 B,M,N 三点共线，求 r。

练习 8.35 已知 A,B 为两条定直线 AX,BY 上的定点，P 和 R 为射线 AX 上两点，Q 和 S 为射线
BY 上的两点，AP

BQ = AR
BS 为定比，M,N, T 分别为线段 AB,PQ,RS 上的点，AM

MB = PN
NQ = RT

TS 为另一
定比，试问 M,N, T 三点的位置关系如何？证明你的结论。
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8.6 D 组
练习 8.36 已知 △ABC 的垂心为 H。三角形

△HBC, △HCA, △HAB

的外心分别为 O1, O2, O3。令

−−→
HA = a,

−−→
HB = b,

−−→
HC = c,

−−−→
HO1 = p,

求证：(1) 2p = b+ c− a；(2) H 为 △O1O2O3 的外心。

练习 8.37 设坐标平面上全部向量的集合为 V，a = (a1, a2) 为 V 中的一个单位向量，已知从 V 到
V 的变换 T，由 T (x) = −x + 2(x · a)a (x ∈ V ) 确定。(1) 对于 V 的任意两个向量 x,y，求证：
T (x) · T (y) = x · y；(2) 对于 V 的任意向量 x，计算 T [T (x)] − x；(3) 设 u = (1, 0)，v = (0, 1)，若
T (u) = v，求 a。

练习 8.38 在 △ABC 内，设 D 及 E 是 BC 的三等分点，D 在 B 和 E 之间，F 是 AC 的中点，G

是 AB 的中点，又设 H 是线段 EG 和 DF 的交点，求比值 EH : HG。

练习 8.39 是否存在四个平面向量，两两不共线，其中任何两个向量之和均与其余两个向量之和垂直？

练习 8.40 平面上两个正三角形 △A1B1C1 和 △A2B2C2，字母排列顺序一致，过平面上一点 O 作
−→
OA =

−−−→
A1A2，

−−→
OB =

−−−→
B1B2，

−−→
OC =

−−−→
C1C2，求证：△ABC 为正三角形。

练习 8.41 已知点 O 在凸多边形 A1A2 · · ·An 内，考虑所有的 ∠AiOAj，这里的 i, j 为 1 至 n 中不同
的自然数，求证：其中至少有 n− 1 个不是锐角。

练习 8.42 如图，在 △ABC 中，O 为外心，三条高 AD,BE,CF 交于点 H，直线 ED 和 AB 交于点
M，FD 和 AC 交于点 N，求证：(1) OB ⊥ DF，OC ⊥ DE；(2) OH ⊥ MN。

练习 8.43 在平面上给出和为 0⃗ 的向量 a, b, c,d，任何两个不共线，求证：

|a|+ |b|+ |c|+ |d| ≥ |a+ d|+ |b+ d|+ |c+ d|.
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9.1 基础知识
定义 9.1: 复数的定义 设 i 为方程 x2 = −1 的根 (i 称为虚数单位) , 由 i 与实数进行加、减、乘、除等
运算, 产生形如 a+ bi (a, b ∈ R) 的数, 称为复数. 所有复数构成的集合称为复数集, 通常用 C 表示.

9.1.1 复平面上的对应

对复数 z = a+ bi ( a, b ∈ R) ，都可以由一个有序实数对 (a, b) 唯一确定，即 z = a+ bi 对应复平
面上的点 Z(a, b) ，同时亦和

−→
OZ = (a, b) 一一对应。

所以我们常把复数 z = a+ bi 说成点 Z(a, b) 或说成向量
−→
OZ = (a, b) ，它们分别是复数的代数形式、

几何形式、向量形式。

定义 9.2: 复数的表示形式

1. 代数形式：z = a+ bi，其中 a 称为实部（记作 Re(z)），b 称为虚部（记作 Im(z)）；

2. 几何形式：将 (a, b) 作为坐标平面内点的坐标，复数集与坐标平面内所有点构成一一映射，该平面
称为复平面（x 轴为实轴，y 轴去掉原点为虚轴）；

3. 向量形式：将 (a, b) 作为向量的坐标，复数与坐标平面内的向量一一对应。
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定理 9.1: 复数的运算法则

1. 代数形式：加、减、乘、除运算法则与实数一致, 除法可通过乘以共轭复数将分母化为实数, 即
a+bi
c+di =

(a+bi)(c−di)
c2+d2 (c+ di ̸= 0);

2. 向量形式：加法满足平行四边形法则, 减法满足三角形法则;

9.1.2 复数的模

定义 9.3: 复数的模 向量
−→
OZ = (a, b)的模叫做复数 z = a+bi的模，记作 |z|．显然，|a+bi| =

√
a2 + b2.

定理 9.2: 模的性质 设 z, z1, z2 ∈ C, z̄ = a− bi 为 z = a+ bi 的共轭复数, 则：

1. |z1 · z2| = |z1| · |z2|;

2.
∣∣∣ z1z2 ∣∣∣ = |z1|

|z2| (z2 ̸= 0);

3. |zn| = |z|n;

4. ||z1| − |z2|| ≤ |z1 ± z2| ≤ |z1|+ |z2|;

5. |z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2|z1|2 + 2|z2|2.
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9.1.3 共轭复数
定义 9.4: 共轭复数 当两个复数的实部相等，且虚部互为相反数时，称它们互为共轭复数，即 a+ bi 与
a − bi (a, b ∈ R) 互为共轭复数. 互相共轭的两个复数在复平面上对应的点关于实轴对称。复数 z 的共
轭复数记做 z̄ 。共轭复数具有如下重要性质：

1. |z̄| = |z|;

2. z · z̄ = |z|2;

3. z1
z2

= z1·z2
|z2|2

;

4. z + z̄ = 2Re(z), z − z̄ = 2 Im(z)i

特别地, 如果 z = 1 ，那么 zz̄ = 1, z̄ = 1
z .

定理 9.3: 共轭的四则运算性质 设 z, z1, z2 ∈ C, z̄ = a− bi 为 z = a+ bi 的共轭复数, 则：

1. z1 ± z2 = z1 ± z2;

2. z1 · z2 = z1 · z2;

3.
(

z1
z2

)
= z1

z2
(z2 ̸= 0);

4. z̄n = zn.

定理 9.4: 复数相等与特殊复数的充要条件

1. 复数相等：a+ bi = c+ di (a, b, c, d ∈ R) 的充要条件是 a = c 且 b = d; 或模相等且辐角主值相等;

2. 实数充要条件：z 为实数 ⇔ z = z̄;

3. 纯虚数充要条件：z 为纯虚数 ⇔ z + z̄ = 0 且 z ̸= 0.
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9.1.4 复数的三角形式
定义 9.5: 复数的三角形式 设 z = a + bi 是非零复数，对应点复平面的点 Z(a, b)，连接 OZ，满足
|OZ| = r，射线 OZ 恰是角 θ 的终边。

则 a = r cos θ，b = r sin θ，故 z = r(cos θ + i sin θ)，这种形式称为复数的三角形式。
其中，θ 称为 z 的辐角，记作 Arg(z) ．若 0 ≤ θ < 2π ，则 θ 称为 z 的辐角主值，记作 arg(z) ．

定理 9.5: 三角形式的乘除运算 复数三角形式的乘除运算法则符合和差角公式。
设 z1 = r1(cos θ1 + i sin θ1), z2 = r2(cos θ2 + i sin θ2), 则：

z1 · z2 = r1r2[cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)],

z1
z2

=
r1
r2

[cos(θ1 − θ2) + i sin(θ1 − θ2)]. (z2 ̸= 0)

定理 9.6: 棣莫弗定理 对复数 z = r(cos θ + i sin θ) 及正整数 n, 有：

[r(cos θ + i sin θ)]n = rn(cosnθ + i sinnθ).

定理 9.7: 复数的开方 若 wn = r(cos θ + i sin θ), 则 w 的 n 个 n 次方根为：

w = n
√
r

(
cos θ + 2kπ

n
+ i sin θ + 2kπ

n
.

)
(k = 0, 1, 2, · · · , n− 1)
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9.1.5 复数乘除法的几何意义

设复数 z1 = r1 (cos θ1 + i sin θ1) 对应的向量
−−→
OZ1 ，同时设 z2 = r2 (cos θ2 + i sin θ2) ，由

z1 · z2 = r1 (cos θ1 + i sin θ1) · r2 (cos θ2 + i sin θ2) = r1r2 (cos (θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2)) .

可知，把向量
−−→
OZ1 绕点 O 逆时针方向旋转角 θ2；再把

−−→
OZ1 的模换成 r2 ·

∣∣∣−−→OZ1

∣∣∣ ，即得积 z1 · z2 对应的

向量
−→
OZ ．
同样的，由

z1
z2

=
r1 (cos θ1 + i sin θ1)

r2 (cos θ2 + i sin θ2)
=

r1
r2

(cos (θ1 − θ2) + i sin (θ1 − θ2))

可知，把向量
−−→
OZ1 绕点 O 顺时针方向旋转角 θ2；再把

−−→
OZ1 的模换成 1

r2
·
∣∣∣−−→OZ1

∣∣∣ ，即得商 z1
z2
对应

的向量
−→
OZ ．

因此，复数的乘除法事实上是伸缩运算和旋转运算的复合．

9.1.6 复数的指数形式
定义 9.6: 欧拉公式

eiθ = cos θ + i sin θ,

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
,

sin θ =
eiθ − e−iθ

2
.

定义 9.7: 复数的指数形式 若用 eiθ 表示 cosθ + i sin θ，则 z = reiθ, 其中 r = |z|, θ = arg(z)。

定义 9.8: 指数形式的运算法则 复数指数形式的运算与指数运算相同，即

z1z2 = r1r2e
i(θ1+θ2),

z1
z2

=
r1
r2

ei(θ1−θ2) (z2 ̸= 0).
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9.1.7 代数基本定理

定理 9.8: 代数基本定理 在复数范围内，任何一个复系数多项式方程至少有一个根。

推论 9.1 在复数范围内，任何一个复系数多项式必能分解成若干个一次因式的乘积, 且韦达定理中根与
系数关系对复系数多项式方程依然成立.

定理 9.9: 实系数方程虚根成对定理 实系数一元 n 次方程的虚根成对出现, 即若 z = a + bi (b ̸= 0) 是
方程的根, 则 z̄ = a− bi 也是该方程的根.
特别地，若 a, b, c ∈ R, a ̸= 0, 方程 ax2 + bx + c = 0 当 ∆ = b2 − 4ac < 0 时, 共轭复根为

x1,2 =
−b±

√
|∆|i

2a .

推论 9.2 在实数范围内，任何一个实系数多项式必能分解成若干个一次因式或二次因式的乘积．
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9.1.8 单位根
定义 9.9: 单位根及其性质 若 ωn = 1, 则称 ω 为 1 的 n 次单位根 (简称单位根) . 则

wk = cos 2kπ
n

+ i sin 2kπ

n
.(k = 0, 1, 2, · · · , n− 1)

称为一个 n 次单位根.
进一步地，如果不存在正整数 m < n ，使 w 是一个 m 次单位根，则 w 称为一个 n 次本原单位根．

定理 9.10: n 次单位根的性质 记 wk = cos 2kπ
n + i sin 2kπ

n (k = 0, 1, 2, · · · , n − 1) ，则 wk 有以下常用
性质：

1. (wk)
n
= 1, wk = (w1)

k
, |wk| = 1(k = 0, 1, 2, · · · , n− 1) ;

2. 当 n ≥ 2 时,
∑n−1

k=0 w
m
k =

n, n | m

0, n - m
, 特别地, 1 + w1 + w2 + · · ·+ wn−1 = 0;

3.
∑n−1

k=0 x
k =

∏n−1
k=1 (x− wk) ，特别地，当 x = 1 时，n =

∏n−1
k=1 (1− wk)

4. {wk} 对于乘法、除法是封闭的. 也就是说，方程 xn − 1 = 0 的若干个根的乘积也是这个方程的
根；这个方程的两个根的商也是这个方程的根．

5. wk 表示复平面上单位圆周的 n 等分点（或单位圆的内接正 n 边形的顶点），其中 w0 = 1 是单位
圆与正实轴的交点．
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9.2 方法与例题

9.2.1 模的应用

例题 9.1 求证：当 n ∈ N+ 时, 方程 (z + 1)2n + (z − 1)2n = 0 只有纯虚根.

例题 9.2 设 f(z) = z2 + az + b, a, b 为复数, 对一切 |z| = 1, 有 |f(z)| = 1, 求 a, b 的值.

9.2.2 复数相等

例题 9.3 设 λ ∈ R, 若二次方程 (1− i)x2 + (λ+ i)x+ 1 + λi = 0 有两个虚根, 求 λ 满足的充要条件.
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9.2.3 三角形式的应用
例题 9.4 设 n ≤ 2000, n ∈ N, 且存在 θ 满足 (sin θ + i cos θ)n = sinnθ + i cosnθ, 那么这样的 n 有多少
个?

9.2.4 复数与三角

例题 9.5 已知 cosα+ cosβ + cos γ = sinα+ sinβ + sin γ = 0, 求证：cos 2α+ cos 2β + cos 2γ = 0.

例题 9.6 求和：S = cos 20◦ + 2 cos 40◦ + · · ·+ 18 cos(18× 20◦).

170



第九章 复数 CQFLS 强基数学

9.2.5 单位根的应用

例题 9.7 证明：自 ⊙O 上任意一点 P 到正多边形 A1A2 · · ·An 各个顶点的距离的平方和为定值.

例题 9.8 平面上给定 △A1A2A3 及点 P0, 定义 As = As−3 (s ≥ 4), 构造点列
P0, P1, P2, · · ·, 使得 Pk+1 为绕中心 Ak+1 顺时针旋转 120◦ 时 Pk 所到达的位置 (k = 0, 1, 2, · · ·) , 若
P1986 = P0, 证明：△A1A2A3 为等边三角形.

9.2.6 复数与多项式

例题 9.9 已知 f(z) = c0z
n + c1z

n−1 + · · ·+ cn−1z + cn 是一个 n 次复系数多项式 (c0 ̸= 0) , 求证：一
定存在一个复数 z0, |z0| ≤ 1, 并且 |f(z0)| ≥ |c0|+ |cn|.
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9.3 A 组
练习 9.1 满足 (2x2 + 5x+ 2) + (y2 − y − 2)i = 0 的有序实数对 (x, y) 有多少组?

练习 9.2 若 a, b, c ∈ C, 则 a2 + b2 > c2 是 a2 + b2 − c2 > 0 成立的什么条件 (充分/必要/充要) ?

练习 9.3 复数 z 满足 |z| = 5 且 (3 + 4i) · z 是纯虚数, 则 z̄ =?

练习 9.4 若 z ∈ C 且 z2 = 8 + 6i, 则 z3 − 16z − 100
z =?
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练习 9.5 已知 z = − 2
1+

√
3i

, 则 1 + z + z2 + · · ·+ z1992 =?

练习 9.6 设复数 z 使得 z+1
z+2 的一个辐角的绝对值为

π
6 , 则 z 辐角主值的取值范围是?

练习 9.7 设 z, w, λ ∈ C, |λ| ̸= 1, 则关于 z 的方程 z̄ − λz = w 的解为 z =?

练习 9.8 设 0 < x < 1, 则 2 arctan 1+x
1−x + arcsin 1−x2

1+x2 =?
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练习 9.9 若 α, β 是方程 ax2 + bx+ c = 0 (a, b, c ∈ R) 的两个虚根且 α2

β ∈ R, 则 α
β =?

练习 9.10 已知关于 x 的实系数方程 x2 − 2x+2 = 0 和 x2 +2mx+1 = 0 的四个不同的根在复平面上
对应的点共圆, 则 m 取值的集合是?

练习 9.11 复平面上定点 Z0、动点 Z1 对应的复数分别为 z0、z1 (z0 ̸= 0) , 且满足方程 |z1 − z0| = |z1|;
另一个动点 Z 对应的复数 z 满足 z1 · z = −1, 求点 z 的轨迹, 并指出它在复平面上的形状和位置.
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9.4 B 组
练习 9.12 已知 z ∈ C, 则命题“z 是纯虚数”是命题“ z2

1−z2 ∈ R”的什么条件 (充分不必要/必要不充
分/充要)?

练习 9.13 复数 z 和 cos θ + i sin θ 对应的点关于直线 |iz + 1| = |z + i| 对称, 则 z =?

练习 9.14 设复数 z 满足 z + |z| = 2 + i, 那么 z =?

练习 9.15 若 z = (4−3i)2(−1+
√
3i)10

(1−i)12 , 则 |z| =?
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练习 9.16 设复数 z1, z2 满足 z1 ·z2+Āz1+Az2 = 0 (其中 A ̸= 0, A ∈ C) ,证明：(1) |z1+A| · |z2+A| =
|A|2; (2) z1+A

z2+A =
∣∣∣ z1+A
z2+A

∣∣∣.

练习 9.17 若 n ∈ N 且 n ≥ 3, 则方程 zn+1 + zn − 1 = 0 的模为 1 的虚根的个数为?

练习 9.18 若 z ∈ C 且 |z| = 1, u = z4 − z3 − 3z2i− z + 1, 求 |u| 的最大值和最小值, 并求取得最大值、
最小值时的复数 z.

练习 9.19 有一个人在草原上漫步, 开始时从 O 出发, 向东行走, 每走 1 千米后, 便向左转 π
6 角度, 他走

过 n 千米后, 首次回到原出发点, 则 n =?
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9.5 C 组
练习 9.20 已知 (

√
3 + i)m = (1 + i)n (m,n ∈ N+), 则 mn 的最小值是?

练习 9.21 已知复数 z1, z2 满足 z2
z1

= z1
z2

, 且 Argz1 = π
3 , Argz2 = π

6 , Argz3 = 7π
8 , 求 Arg z1+z2

z3
的值.

练习 9.22 已知复数 z 满足 |2z + 1
z | = 1, 则 z 的辐角主值的取值范围是?

练习 9.23 对于适合 |z| ≤ 1 的每一个复数 z, 要使 0 < |αz + β| < 2 总能成立, 试问：复数 α, β 应满足
什么条件?
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练习 9.24 已知复数 z 满足 |z| = 1, 则 |z + iz + 1| 的最小值为?

练习 9.25 复平面上, 非零复数 z1, z2 在以 i 为圆心、1 为半径的圆上, z1 · z2 的实部为零, z1 的辐角主
值为 π

6 , 则 z2 =?

练习 9.26 设复平面上单位圆内接正 20 边形的 20 个顶点所对应的复数依次为

z1, z2, · · · , z20.

则复数 z19951 , z19952 , . . . , z199520 所对应的不同点的个数是?

练习 9.27 当 n ∈ N 且 1 ≤ n ≤ 100 时,
[(√

3+i
2

)7
+ 1

]n
的值中有多少个实数?
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练习 9.28 集合 A = {z | z18 = 1}, B = {w | w48 = 1}, C = {zw | z ∈ A,w ∈ B}, 问：集合 C 中有多
少个不同的元素?

练习 9.29 证明：如果复数 A的模为 1, 那么方程
(

1+ix
1−ix

)n
= A的所有根都是不相等的实根 (n ∈ N+) .

练习 9.30 已知 z1, z2, z3 满足

|z1| = |z2| = |z3| = 1

z1
z2

+ z2
z3

+ z3
z1

= 1
, 求 |az1 + bz2 + cz3| 的值 (a, b, c 为实常数).
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9.6 D 组
练习 9.31 求证：sin π

n · sin 2π
n · · · · · sin (n−1)π

n = n
2n−1 (n ≥ 2).

练习 9.32 已知复数 z 满足 11z10 + 10iz9 + 10iz − 11 = 0, 求证：|z| = 1.

练习 9.33 设非零复数 a1, a2, a3, a4, a5 满足：
a2

a1
= a3

a2
= a4

a3
= a5

a4
= q,

a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = S,

1
a1

+ 1
a2

+ 1
a3

+ 1
a4

+ 1
a5

= S
4 ,

其中 S 为实数且 |S| ≤ 2, 求证：复数 a1, a2, a3, a4, a5 在复平面上所对应的点位于同一圆周上.
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练习 9.34 已知 p(z) = zn + c1z
n−1 + c2z

n−2 + · · ·+ cn 是复变量 z 的实系数多项式, 且 |p(i)| < 1, 求
证：存在实数 a, b, 使得 p(a+ bi) = 0 且 (a2 + b2 + 1)2 < 4b2 + 1.

练习 9.35 设 z1, z2, z3 为复数, 求证：

|z1|+ |z2|+ |z3|+ |z1 + z2 + z3| ≥ |z1 + z2|+ |z2 + z3|+ |z3 + z1|

练习 9.36 若 ak ≥ 0 (k = 1, 2, · · · , n) , 并规定 an+1 = a1, 使不等式∑n
k=1

√
a2k − akak+1 + a2k+1 ≥ λ

∑n
k=1 ak 恒成立的实数 λ 的最大值为?
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