
1 基础知识 强基数学

函数专题讲义

1 基础知识

定义 1.1: 函数知识框架 函数的核心知识体系分为以下模块：

函数三要素


定义域

值域

对应法则

常用函数



多项式函数

幂指对函数

对勾函数

三角函数

函数的性质



单调性

对称性（奇偶性）

周期性

凹凸性



常见考点


分段函数

反函数

复合函数

其他问题


函数迭代

抽象函数

函数方程

综合问题



函数的图像

函数与方程

函数与数列

函数与不等式

注意 函数是高中代数的核心内容，也是强基与竞赛的重点考察模块，与三角函数、数列、不等式、

导数等内容深度关联。

强基竞赛高频考点包括：复合函数与含参二次函数的值域问题、函数四大性质的综合应用。
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2 函数的性质 强基数学

2 函数的性质

练习 2.1: 2020 重庆预赛 若实数 x, y 满足 2x + 4x+ 12 = 0，log2(y− 1)3 + 3y + 12 = 0，

则 x+ y = 。

练习 2.2 设 x, y满足 (3x+y)5+x5+4x+y = 0。则满足该方程的点 (x, y)一定在

曲线上。

练习 2.3 设 t1, t2 是方程 t2 − (5a− 2)t− 3a2 − 7a+ 1 = 0 的两个不等的实根。求实数 a

的值，使得对于任何非零实数 m，函数 f(x) = cos(mπx) cos [(t31 + t32) · πx] 是周期函数。
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3 常用函数 强基数学

3 常用函数

练习 3.1: 2018 山东省 已知 a, b ∈ Z，且 a + b 是方程 x2 + ax + b = 0 的一个根，则 b

的最大可能值为 。

练习 3.2: 2013 山东省 对任意的实数 x，恒有 loga(sinx+ cosx)2 ⩾ −2 成立，则 a 的取

值范围是 。

练习 3.3 如果 x ∈ [0, 1]，且 log2 log2(2x + 2) + 22x+2 为整数，则满足此条件的实数 x

有 个。
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4 函数最值问题 强基数学

4 函数最值问题

练习 4.1: 2018 广西 若定义在 R 上的函数 f(x) 满足 f ′(x)− 2f(x)− 4 > 0，f(0) = −1，

则不等式 f(x) > e2x − 2 的解集为 。

练习 4.2 函数

y =
√
2x2 − 2x+ 1 +

√
2x2 − (

√
3− 1)x+ 1 +

√
2x2 + (

√
3 + 1)x+ 1

的最小值为 。
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4 函数最值问题 强基数学

练习 4.3: 2020 重庆预赛 若 x, y 为实数，则 |2x+ y|、|x− y|、|1 + y| 这三个数中的最
大数的最小值是 。

练习 4.4 已知奇函数 f(x) 在 (−∞, 0) ∪ (0,+∞) 上有定义，且在 (0,+∞) 上是增函数，

f(1) = 0。又知函数 g(θ) = sin2 θ +m cos θ − 2m，θ ∈
[
0, π

2

]
，集合 M,N 满足

M = {m | ∀θ, g(θ) < 0}, N = {m | ∀θ, f [g(θ)] < 0}

求 M ∩N。
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5 函数迭代与函数方程 强基数学

5 函数迭代与函数方程

练习 5.1 设 f1(x) =
√
x2 + 32，fn+1(x) =

√
x2 + 16

3
fn(x)，n = 1, 2, · · ·。对每个 n，求

fn(x) = 3x 的实数解。

练习 5.2: 2018 福建 已知函数 f(x) 满足：对任意实数 x, y，都有 f(x + y) = f(x) +

f(y) + 6xy 成立，且 f(−1) · f(1) ≥ 9，则 f
(
2
3

)
= 。

6



5 函数迭代与函数方程 强基数学

练习 5.3 设 f : N → N，且对所有正整数 n，有 f(n + 1) > f(n)，f(f(n)) = 3n。则

f(1997) 的值为 。

练习 5.4: 2018 吉林 已知函数 f(x) 满足：f(1) = 1
4
，4f(x)f(y) = f(x + y) + f(x − y)

（x, y ∈ R），则 f(2019) = 。
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6 课后练习 强基数学

6 课后练习

作业 6.1: 2018 吉林 已知 f(x) = (2x+1)2

2x·x + 1 在 [−2018, 0) ∪ (0, 2018] 上的最大值为 M，

最小值为 N，则 M +N = 。

作业 6.2: 2018 湖北 设 f(x)是定义在 (0,+∞)上的单调函数，若对任意的 x ∈ (0,+∞)，

都有 f [f(x)− 2 log2 x] = 4，则不等式 f(x) < 6 的解集为 。
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6 课后练习 强基数学

作业 6.3: 2018 贵州 已知函数 y = 3x+
√
x2 − 2x，求该函数的值域。

作业 6.4 定义在 x > 0 上的函数 f(x) 满足：

1. 存在 a > 1，使 f(a) ̸= 0；

2. 对任意的实数 b，有 f(xb) = bf(x)。

求证：对于 x > 2，有不等式 f(x− 1)f(x+ 1) < [f(x)]2。
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1 基础知识 强基数学

三角函数专题讲义

1 基础知识

定义 1.1: 三角函数知识框架 三角函数的核心知识体系分为以下模块：

三角函数的定义


角的扩充

弧度制

定义，三角函数线

三角函数图象

三角函数的性质复合型三角函数与三角函数图象变换

三角函数公式



同角三角函数关系

诱导公式

和差公式

倍角公式

辅助角公式

和差化积与积化和差

万能公式

解三角形



正弦定理

余弦定理

反三角函数

三角代换

注意 三角函数的核心考点为三角函数的基本性质与三角恒等变形。

三角函数具有鲜明的单调性, 对称性与周期性，三角恒等变形的核心在于掌握降次思想, 角度
间的关联与经典变形模型；解三角形问题常与三角恒等变形结合考察。

三角代换是高中数学的核心综合方法，广泛应用于数列, 不等式, 解析几何, 函数, 复数等多个
模块。
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2 例题选讲 强基数学

2 例题选讲

2.1 三角函数基本性质与三角方程

例题 2.1 方程 sin(3 cosx)− 2
√

sin(3 cosx) · sin(2 cos y) + 1 = 0 的实数解 (x, y) 为多少。

例题 2.2 满足 sin(x+ sinx) = cos(x− cosx) 的锐角 x 为多少。

例题 2.3 若 sinα+ sin β = sin γ, cosα+ cos β = − cos γ，则 cos2 α+ cos2 β + cos2 γ 的值
为多少。
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2 例题选讲 强基数学

例题 2.4 设 x, y ∈ R，且 sin2 x−cos2 x+cos2 x cos2 y−sin2 x sin2 y
sin(x+y)

= 1，则 x− y 的值为多少。

2.2 三角恒等变形

例题 2.5 A,B,C为△ABC的三个内角，且 cot A
2
+cot B

2
+cot C

2
−2(cotA+cotB+cotC) ⩾

T。则 Tmax 的值为多少。

例题 2.6 已知 sin3 α

sin(π
6
−3α)

= cos3 α
cos(π

6
−3α)

=
√
3
(
α ̸= kπ

4
, k ∈ Z

)
。则 tan 2α 的值是多少。

3



2 例题选讲 强基数学

例题 2.7 若 0 < x < π
2
，则 tanx+ cotx+ 1

sinx
− 1

cosx 的取值范围是多少。

例题 2.8 已知 f(x) = (sinx + 4 sin θ + 4)2 + (cosx − 5 cos θ)2 的最小值为 g(θ)。则 g(θ)

的最大值是多少。

例题 2.9 已知 cosα cos β
2

cos(α−β
2 )

+
cosβ cos α

2

cos(β−α
2 )

= 1，则 cosα + cos β 的值等于多少。
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2 例题选讲 强基数学

2.3 解三角形

例题 2.10 设 △ABC 的内角 A,B,C 所对的边分别为 a, b, c，且 2a cosC = 2b− c。

1. 求角 A 的大小。

2. 若 a = 1，求 b+ c 的取值范围。

例题 2.11 在 △ABC 中，sin2 A+ sin2 C = 2018 sin2 B，则 (tanA+tanC) tan2 B
tanA+tanB+tanC

的值为多少。

例题 2.12 平面上有四点 A,B,C,D，其中 A,B 为定点，且 |AB| =
√
3, C,D 为动点，且

|AD| = |DC| = |BC| = 1，记 S△ABD = S 为 △ABD 的面积，S△BCD = T 为 △BCD 的

面积。则 S2 + T 2 的取值范围是多少。
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2 例题选讲 强基数学

例题 2.13 设 M,N 是线段 AB 上两点，AM
MB

= 1
4
, AN
NB

= 3
2
，以 AB 为斜边任作 Rt

△ABC。再作 MD ⊥ BC 于 D,ME ⊥ AC 于 E,NF ⊥ BC 于 F,NG ⊥ AC 于 G，则

比值 y = MD+ME+NF+NG
AB+BC+AC

之最大可能值为多少。

2.4 三角函数综合

例题 2.14 设 x, y ∈ R 满足 x− 6
√
y − 4

√
x− y + 12 = 0，则 x 的取值范围是多少。
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2 例题选讲 强基数学

例题 2.15 与三角式 2
(
cos 2θ + cos θ + 1

2

) (
cos 4θ − cos 3θ + cos θ − 1

2

)
恒等的是（）

A. cos 6θ + cos 3θ + 1
2

B. cos 6θ + cos 3θ − 1
2

C. cos 5θ + cos 4θ + 1
2

D. cos 5θ + cos 4θ − 1
2

例题 2.16 已知数列 {an} : a1 ∈
(
1
3
, 1
)
, an+1 = sin anπ

2
。证明：1−an+1

1−an
< π

4
。
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3 课后练习 强基数学

3 课后练习

作业 3.1 设 sinx+ cosx = 1
2
，则 sin3 x+ cos3 x 的值为多少。

作业 3.2 在 △ABC 中，内角 A,B,C 所对的边分别是 a, b, c。若 a = 2, b = 3, C = 2A，

则 cosC 的值为多少。
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3 课后练习 强基数学

作业 3.3 设 t ∈ [0, 2π)，并且满足 (1 + sin t)(1 + cos t) = 5
4
+

√
6
2
，则 t 的值为多少。

作业 3.4 已知函数 f(x) = sin4 x。

1. 记 g(x) = f(x) + f
(
π
2
− x

)
，求 g(x) 在

[
π
6
, 3π

8

]
上的最大值与最小值。

2. 求 f
(

π
180

)
+ f

(
2π
180

)
+ f

(
3π
180

)
+ · · ·+ f

(
88π
180

)
+ f

(
89π
180

)
的值。
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1 基础知识 强基数学

向量与复数专题讲义

1 基础知识

定义 1.1: 平面向量知识框架 平面向量的核心知识体系分为以下模块：

向量



向量的概念

运算



向量的加减法（几何意义）

向量的乘法


数乘

点乘（内积）（重点）

叉乘（外积）

定比分点公式

向量基本定理（坐标表示）

三角形中五心与向量（难点）

注意 向量不作为核心重点考察内容，更多作为解题工具使用：高考中立体几何的向量法、解析几

何中用向量的几何意义分析均为高频应用，其中向量的内积是相对考察较多的内容。
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1 基础知识 强基数学

定义 1.2: 复数知识框架 复数的核心知识体系分为以下模块：

复数



复数的概念

表示形式



代数形式

三角形式

指数形式

复数的运算（加、减、乘、除、乘方、三角形式运算）

复数共轭与模的性质（重点、难点）

复数的几何意义

单位根与多项式（难点）

注意 复数与向量虽在几何意义上有对应关系，但二者的应用范围与核心性质差异极大，复数在高

等数学中有着更广泛的应用。

高考中复数考察难度较低，强基与竞赛中复数的考察频次近年有所提升，其中复数的三角形

式、共轭复数、模的性质以及多项式是高频考点。
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2 向量 强基数学

2 向量

练习 2.1 空间四点 A,B,C,D满足 |
−→
AB| = 3, |

−−→
BC| = 7, |

−−→
CD| = 11, |

−−→
DA| = 9，则

−→
AC ·

−−→
BD

的取值为多少。

练习 2.2: 2020 浙江预赛 设平面上不共线的三个单位向量 a⃗, b⃗, c⃗ ，满足 a⃗ + b⃗ + c⃗ = 0 。

若 0 ⩽ t ⩽ 1 ，则 | − 2a⃗+ t⃗b+ (1− t)c⃗| 的取值范围为多少。

练习 2.3 △ABC 中，三边长分别为 AB =
√
7, BC =

√
3, CA =

√
2 ，则

−→
AB ·

−−→
BC +

√
2
−−→
BC ·

−→
CA+

√
3
−→
CA ·

−→
AB 的值为多少。
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3 复数的性质 强基数学

3 复数的性质

练习 3.1 设 a, b ∈ R−, i2 = −1 ，且存在 z ∈ C ，适合z + z̄|z| = a+ bi

|z| ⩽ 1

则 ab 的最大值等于多少。

练习 3.2 已知虚数 z 满足 z3 + 1 = 0 ，则
(

z
z−1

)2018
+
(

1
z−1

)2018
的值为多少。

练习 3.3 已知关于 x 的实系数方程 x2 − 2x + 2 = 0 和 x2 + 2mx + 1 = 0 的四个不同的

根在复平面上对应的点共圆，则 m 的取值范围是多少。
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4 复数的运算 强基数学

4 复数的运算

练习 4.1 设复数 z = x + yi ，其中 x�y 是实数，i 是虚数单位。若 z 的虚部和 z−i
1−z
的实

部都非负，则满足条件的点 (x, y) 所构成平面区域的面积是多少。

练习 4.2 复数 z1 = 1
1+cos θ+i sin θ

+ 1
1+cos θ−i sin θ

, z2 = cos θ+i sin θ
1+cos θ+i sin θ

+ cos θ+i sin θ
1+cos θ−i sin θ

的关系为多

少。
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5 复数的模与共轭 强基数学

5 复数的模与共轭

练习 5.1 设 i 为虚数单位，a 和 b 为正整数，且 |(a+ i)(2 + i)| =
∣∣ b−i
2−i

∣∣ ，则 a+ b 的值为

多少。

练习 5.2: 2020 重庆预赛 若二次实系数方程 ax2 + bx + c = 0 有 2 个虚根 x1, x2 ，且

x3
1 ∈ R ，则 ac

b2
的值为多少。

练习 5.3 已知△ABC三边的长分别是 a, b, c，复数 z1, z2满足：|z1| = a, |z2| = b, |z1 + z2| =
c ，那么复数 z1

z2
一定（ ）

A. 是实数

B. 是虚数

C. 不是实数

D. 不是纯虚数
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5 复数的模与共轭 强基数学

练习 5.4 复数 z1�z2�z3�z4�z5 满足

|z1| ⩽ 1

|z2| ⩽ 1

|2z3 − (z1 + z2)| ⩽ |z1 − z2|

|2z4 − (z1 + z2)| ⩽ |z1 − z2|

|2z5 − (z3 + z4)| ⩽ |z3 − z4|

求 |z5| 的最大值。

练习 5.5 在复平面上，曲线 z4 + z = 1 与圆周 |z| = 1 的交点的个数是多少。
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5 复数的模与共轭 强基数学

练习 5.6: 2019 高联 称一个复数数列 {zn} 为“有趣的”，若 |z1| = 1 ，且对任意正整数

n ，均有 4z2n+1 + 2znzn+1 + z2n = 0 。求最大的常数 C ，使得对一切有趣的数列 {zn} 及
任意正整数 m ，均有 |z1 + z2 + · · ·+ zm| ⩾ C 。

8



6 复数的几何意义 强基数学

6 复数的几何意义

练习 6.1 设复数 z 满足 |z − i| = 2 ，则 |z − z̄| 的最大值为多少。（i 为虚数单位，z̄ 为复

数 z 的共轭复数）

练习 6.2 设复数 z 满足
∣∣z + 1

z

∣∣ ⩽ 2 ，则 |z| 的取值范围是多少。
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7 单位根与多项式 强基数学

练习 6.3 n 为自然数，r > 0 为实数。证明：方程 xn+1 + rxn − rn+1 = 0 没有模为 r 的

复数根。

7 单位根与多项式

练习 7.1 已知 i 为虚数单位，则在 (
√
3 + i)10 的展开式中，所有奇数项的和是多少。
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7 单位根与多项式 强基数学

练习 7.2: 2020 浙江预赛 设 z 为复数，且 |z| = 1 。当 |1 + z + 3z2 + z3 + z4| 取得最小
值时，求此时的复数 z 。

练习 7.3 设复数 z ̸= 1, z13 = 1 。则 z1 + z3 + z4 + z9 + z10 + z12 的值为多少。
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8 课后练习 强基数学

8 课后练习

作业 8.1 已知 a, b ∈ R ，复数 z = a+ 4i ，且 z
z+b

= 4i ，则 b =（ ）

A. -16

B. 1

C. 16

D. 17

作业 8.2 复数 z 的模 |z| = 1 ，且 z11 + z = 1 ，则 z 的值为多少。
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8 课后练习 强基数学

作业 8.3 在复平面内，复数 z1�z2�z3 的对应点分别为 Z1�Z2�Z3 。若 |z1| = |z2| =
√
2,
−−→
OZ1 ·

−−→
OZ2 = 0 ，|z1 + z2 − z3| = 1 ，则 |z3| 的取值范围是多少。

作业 8.4 已知 (1 + ix)4n+2(x ∈ R) 展开式中的实部是关于 x 的多项式，则此多项式的系

数和为多少。
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